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Résumé 


Ce livre est une introduction aux séries de Fourier destinée aux étudiants de L2, aux élèves des 
classes préparatoires et aux candidats au CAPES ou à l’agrégation interne. Nous présentons le 
théorème de Fejér, le théorème de convergence en norme 2, l'égalité de Parseval et les théorèmes 
de Dirichlet de convergence normale et simple. Nous décrivons le phénomène de Gibbs et propo- 
sons une étude des équations de la chaleur et de la corde vibrante. Nous terminons avec une 
série d'exercices classiques. 


Chapitre 1 
Introdution 


Etant donnée une fonction f de R vers €, 27-périodique, on souhaiterait trouver des coefficients 
(Cn;n € Z) tels que f se développe en 


HO DRE TS (1.1) 


nez 


ou, ce qui revient au même, trouver des coefficients (a, ; n € IN) et (b,; n € N*) tels que f se 
développe en la série trigonométrique 


+00 
f(x) = ao + ÿ (an cosnx+b,sinnæx) 


n=1 
En 1807, le mathématicien Joseph Fourier propose de prendre c, égal à 


1 27 


on). 


cs (£je Med (1.2) 
Cette formule ne tombe pas du ciel, évidemment. On peut la comprendre en remarquant que la 
famille (e, ;n € Z) des fonctions 


En:tr— ent 
est orthonormale pour le « produit scalaire » défini par 


1 27 


(re) FC) gt) dt 


7 27 0 


et voir que (1.2) ne signifie rien d'autre que ceci : 
Cn — a En) 


Ceci rappelle le calcul, dans un espace euclidien, de la composante x; d’un vecteur u = 
Y__, te dans une base orthonormée (£1,...,€n) ; on rappelle que x; est donné par 


Ti — (u,€;) 


Ainsi, si on adopte les coefficients c, donnés par (1.2), la somme partielle 57}, cxe'*® est 
la projection orthogonale de f sur le sous-espace de CF engendré par {e_», …, ep, .…, en}. Ce 
point de vue géométrique est adopté au chapitre ? et fournit une manière intéressante 


d’approximer les fonctions périodiques. 


La série de fonctions définie par (1.1) et (1.2) est appelée série de Fourier associée à f. Pour 
que cette série existe il faut que toutes les intégrales (1.2) soient définies. C’est le cas si f est 
Riemann-intégrable sur [0,27]. Nous garantissons cette propriété en ne considérant que des fon- 
ctions continues par morceaux (c’est le minimum exigé dans ce livre). 
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Une fois la série de Fourier définie se pose la question de sa convergence (vers f si possible) 
et de la nature de cette convergence : ponctuelle, uniforme, normale, quadratique, etc. Malheu- 
reusement ces questions ne sont pas triviales, même avec des fonctions « gentilles ». En 1874, 
Paul David Gustave du Bois Reymond découvre en effet une fonction continue pour laquelle la 
série de Fourier ne converge même pas ponctuellement (voir exercice ?). Néanmoins, Lipot Fejér 
établit vers 1900 que si la fonction est « continue par morceaux », il y a convergence ponctuelle 
au sens de Césaro, et si elle est continue, convergence uniforme, toujours au sens de Césaro. Ce 
résultat possède une conséquence intéressante : si la série de Fourier converge en x, sa somme ne 
peut être que f(x). C’est ce que nous verrons au chapitre ?. 


Grâce au théorème de Fejér on peut montrer que si f est continue par morceaux, la série de 
Fourier converge vers f en moyenne quadratique : c’est le théorème de Parseval, nous l’étudions 
à la section ?. 


Pour avoir la convergence uniforme il suffit que f soit continue et « C! par morceaux », ce 
qui est le cas pour la plupart des fonctions rencontrées dans les exercices ! Pour la convergence 
ponctuelle nous disposons d’un résultat fécond : si f possède une certaine régularité dans ses 
variations au voisiange de x, alors la série de Fourier converge en x vers la moyenne de f(x*) et 
f(x). Ces deux résultats de convergence forment le théorème de Dirichlet et sont étudiés aux 
chapitres ? et ?. 


Le chapitre ? est consacré au phénomène de Gibbs. Nous l’étudions sur un exemple précis. 
Les chapitres ? et ? sont consacrés à l’équation de la chaleur et de la corde vibrante. On y 
montre comment l'étude de ces équations a conduit aux séries trigonométriques. Nous donnons 
quelques repères historiques au chapitre ? et une série de douze exercices corrigés au chapitre ?. 


L'étude des séries de Fourier fut capitale dans l'Histoire des mathématiques : elle obligea les 
mathématiciens à formaliser des notions telles que la continuité, la dérivabilité et la convergence 
selon divers modes. Elle inspira de nouvaux outils tels que l'intégrale de Lebesgues. Elle poussa 
Georg Cantor à concevoir une première théorie des ensembles (dans les années 1870). Elle fut à 
l’origine d’un domaine important des mathématiques : l’analyse fonctionnelle. On comprend 
pourquoi elles sont un excellent objet de révision pour ceux qui préparent un examen ou un con- 
cours. 


Chapitre 2 
Rappels sur les espaces préhilbertiens 


Un de nos objectifs est de définir un espace fonctionnel muni d’un produit scalaire. Il s’agit d’un 
espace de fonctions 27-périodiques de R vers C possédant certaines propriétés (continuité par 
morceaux, par exemple) appelé espace de Dirichlet. Ceci éclairera et précisera les problèmes 
posés en introduction. Aussi avons nous intérêt, dans un premier temps, à dégager les propriétés 
générales du produit scalaire. C’est le but de cette section. 


Dans ce qui suit K désigne IR ou €. Un espace préhilbertien est un K-espace vectoriel Æ 


muni d’un produit scalaire : 
EXE —— K 
(a,b) + (a,b) 


Signalons que dans le cas K=C, on dit aussi que Æ est un espace hermitien et (e,e) un produit 
hermitien. On rappelle que 


e si K=R, l'application (e,e) est bilinéaire, symétrique et définie positive, 


e siK=C, l'application (e, b) est linéaire, l’application (a, e) est semi-linéaire et (e,e) est 
définie positive et vérifie la symétrie hermitienne : 


(a,b)=(b,a) 


Ces propriétés permettent (dans les deux cas) de définir la norme 


E — R, 


a > [lal:= (aa) 


appelée norme associée au produit scalaire, ou plus simplement norme 2. Aïnsi les espaces pré- 
hilbertiens sont des espaces normés, donc métriques, donc topologiques. L'espace Æ considéré 
est désormais muni de la norme 2, de la métrique d2 associée, et de la topologie associée à d2. Si 
E est complet pour la norme 2, on dit que E est un espace de Hilbert. C’est le cas par exemple 
si E est de dimension finie. On suppose connues les notions d’orthogonalité et de sous-espace 
orthogonal à une partie de E. 


Les espaces préhilbertiens sont le cadre idéal pour le théorème de Pythagore : 


Théorème 2.1. (Pythagore) Soient E un espace préhilbertien, a et b des éléments de E ortho- 
gonaux. On note ||el| la norme 2 sur E. Alors ||a+b||?=||a||? +||b||?. 


Démonstration. On démontre le théorème dans le cas où K =R ; le cas complexe est laissé au 
lecteur. On a a +b|?=(a+b,a+b) ={a,a) +2(a,b) +(b,b) (bilinéarité et symétrie). Par 
ailleurs (a,b) =0, d’où le résultat. 


a+b 


Figure 2.1. Le théorème de Pythagore 
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La réciproque de ce théorème n’est vraie que dans le cas réel. 


Exercice 2.1. Soient a, b et c des éléments de l’espace préhilbertien E. Montrer les identités suivantes 


i. b—c|2=1b-a|?+||c— al? —-2Re(c—a,b— a) (formule du triangle) 


ü. [b—c|?+4|a > (b Lc)|2=2||a — b|? +2]|[a — c|? (formule de la médiane) 


iü. [la+b[?+|[la —b|2=2||a|? +21b|? (règle du parallélogramme) 


iv. [la+b|?—[|la-b|?=24(a,b) +2(b,a) (identité polaire) 


(autre identité polaire) 


v. (a,5)=lletblr—le blé +élle she Ve +énle 


Définition 2.2. Soit E un espace préhilbertien et F = (e; ;i € I) une famille d'éléments de E. 
On dit que F est orthogonale si les e; sont orthogonaux deux à deux, c’est à dire si 


VE DE, #5 (eie;) =0 
Si de plus chaque e; est de norme 1, on dit que F est orthonormée. 


Autrement dit F est orthonormée si et seulement si pour tout (à, j) € 1?, 
(ei,ej) = 0, 


où 0,5 désigne le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et zéro sinon. On montre facilement 
que toute famille orthogonale (sans éléments nuls) est libre. 


Si E est de dimension finie nous savons qu’il possède des bases orthonormées. En revanche si 
E est de dimension infinie ce résultat est faux. Cependant dans certains espaces préhilbertiens il 
peut exister une famille H orthonormée (donc libre) vérfant la propriété suivante : tout élément 
peut être approché d'aussi près que l’on veut par une combinaison linéaire d’éléments de H (la 
proximité ici est mesurée par la norme 2, bien entendu). On parle alors de base hilbertienne. 


Définition 2.3. Soit E un espace préhilbertien et F = (e;;ieT) une famille d'éléments de E. 


1. On dit que F est totale si le sous-espace engendré par F est dense dans E 
vect(F) =E 
2. On dit que F est une base hilbertienne si F est totale et orthonormée. 


Il faut prendre garde au fait qu’une base hilbertienne n’est pas une base vectorielle. Il s’agit 
d’une notion topologique et non algébrique. 


On sait montrer l’existence d’une base hilbertienne dans les cas suivants : 


e cas où Æ est complet (ie Æ est un espace de Hilbert). La démonstration nécessite 
l’axiome du choix et ne fournit donc aucun moyen explicite de construire cette « base ». 


e cas où E est séparable. Autrement dit Æ possède une partie dénombrable dense (dans les 
cas les plus classiques c’est le théorème de Stone Weirerstrass qui fournit une telle 
partie). On peut dans ce cas construire explicitement une base hilbertienne par le pro- 
cédé de Gram-Schmidt. Cette méthode est utilisée à la section ?. 


Consulter [15] par exemple. 


Si F est un sous-espace vectoriel de Æ, alors F et F4 sont en somme directe mais nous 
n'avons pas forcément l'égalité E = F @ Ft, ni l'égalité F LL = F (dans le cas général nous 
n'avons que l'inclusion F C F4), Il est donc impossible en toute généralité de définir la projec- 
tion orthogonale sur F ! Heureusement dans certains cas les choses se passent bien : 
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Théorème 2.4. {Théorème de projection) Soient E un espace préhilbertien et F un sous-espace 
vectoriel de dimension finie. Alors 


E=Fert 


On insiste sur le fait que ce résultat est faux en général. Nous donnons la preuve de ce résultat 
sous forme d'exercice à la section ?. On trouve une étude complète de la projection dans [15]. 


Le théorème 2.4 permet de définir la projection orthogonale sur n’importe quel sous-espace F 
de dimension fini : 
pr: E=F@F = F 
CS ES om 2 


La proposition qui suit montre comment calculer pr(a). 


Proposition 2.5. Soient E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de dimension 


finie, (e1,.….,en) une base orthonormée de Feta€ E. Alors 
nm 
pr(a)= ÿ (a a) €k 
k=1 
Démonstration. Fixons {€ {1,..,n}, notons (x1,.….,x,) les coordonnées de pr(a) dans (e1, …, 


En) et décomposons a en 
a= pr(a) +b 


où bE FT. Dea=Y}}_, rrer+b, on déduit, par linéarité de (e,ey), que 


(a, ee) = S: Tk e «) + Co «) 
k=1 


(a, ee) = x (ee, ee) = %e 


c’est à dire 


L'intérêt de pr(a) est d’être l'élément de F le plus proche de « (au sens de la norme 2). 
C’est ce que nous montrons après la définition ci-dessous. 


Définition 2.6. Soient E un espace préhilbertien, F une partie non vide de Eeta€ E. La dis- 
tance de a à Fest le nombre 


d(a,F)=inf{do(a, f); fe F}=inf{la- fl2; fer} 


Théorème 2.7. Soient E un espace préhilbertien, F un sous-espace de dimension finie et a € E. 
Notons ||e|| la norme 2. Alors il existe un unique f € F tel que d(a, F) = {la — f|. Cet élément 
n’est autre que pr(a). De plus 


d(a, F}=]la|?—|Ipr(a)l? (2.1) 
en particulier 


Ipr(a)ll <a (22) 


On dit alors que pr(a) est la meilleure approximation de a par des éléments de F au sens de la 
norme 2. 


Démonstration. Soit 9€ F. On a [la — g[?—{||(a — pr(a)) + (pr(a) — g)||? où a — pra) € F+ et 
pr(a) — g€ F. Ainsi, d’après le théorème de Pythagore 


la gl%=1la- pr(a)|° + llpr(a) — gl? (2:3) 
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Ceci montre que Vg€e F, [la — g| >/|a — pr(a)||, et donc d(a, F) = {la — pr(a)|| (on dit que pr(a) 
réalise la distance entre a et F). Prouvons l’unicité en supposant que g € F et |la — g|] = [la — 
pr(a)|. 


g pr(a) 
Figure 2.2. 
L'égalité (2.3) implique alors [|pr(a) — g||? = 0, d’où pr(a) = g. Par ailleurs, l'égalité (2.1) 


n’est que l’application du théorème de Pythagore aux vecteurs a — pr(a) et pr(a) qui sont bien 
orthogonaux. 


Remarque 2.8. L’inégalité (2.2) est appelée inégalité de Bessel. Elle nous dit que la projection 
orthogonale sur F réduit les normes. Il s'ensuit que pr est une application (linéaire) continue. 
On montre facilement que la norme de pr est 1. Voici une reformulation de cette inégalité : 


Proposition 2.9. {Inégalité de Bessel) Soient E un espace préhilbertien, F un sous-espace de 
dimension finie, (e1,..….,en) une base orthonormée de Fetae E. Notons ||el| la norme 2. Alors 


nm 
ss are )P< ele 
k=1 
Remarque 2.10. Le théorème 2.7 se généralise aux parties complètes, non vides et convexes de 
E (en particulier aux sous-espaces fermés). Voir ?. 


On peut donner une version plus générale de l'inégalité de Bessel : 


Proposition 2.11. (Inégalité de Bessel). Soient E un espace préhilbertien, (e;; à € I) une 
famille orthonormale de E eta€ E. Pour tout à € I on note ai = (a, e;). Alors (a ;i€ I) est 


sommable et 
S lai2< al? 
icl 


Démonstration. D’après la proposition 2.9, pour tout partie finie J de Ton a ÿ,e, lal? < 
la|?. Tous les termes étant positifs, ceci prouve que (a; ; à € 1) est sommable de somme infé- 
rieure à ||a||?. 


Il existe une caractérisation intéressante des bases hilbertiennes : 
Théorème 2.12. Soient E un espace préhilbertien et (e;; à € T) une famille orthonormale de E. 
pour tout xe E et toutielI on note x;=(x,e;). Les assertions suivantes sont équivalentes 
i. Pour tous t,yEE, (xiw:t€T) est sommable et 
icl 
ü. Pour tout eE, (Ixil?;ie I) est sommable et 


Il = NC il? 


iclI 
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ii. Pour toutxeE, (x;;1€T) est sommable et 


LT — ) Ti Ci 


icl 
iv. La famille (e;;i€eT) est totale. 


Démonstration. 


1. Commençons par l’équivalence (i) & (ii). L’implication (i) = (ti) étant évidente, nous 
a“ +b 


supposons la proposition (ii). De l'inégalité (a — b)? > 0 on déduit ab < — 


, pour tout 
. [2 .[2 
couple de nombres réels (a, b). En l’appliquant à |x; w%;| on obtient [x; %| < ertur, 


d’où l’on déduit que (x; y; ; à € T1) est sommable. Par symétrie, la famille ( d; y; ; à € I) est 
également sommable. Il s'ensuit que 


y) = E(le+ we le pl + ile — 291? lle + y?) 


1 : | | 5 
= (> i+gil— S lili SI —6 D aitint) 


icl ici KE icl 


1 . : ; : = 
: ÿ nl C Eu — ri gl? +ilri — iyil? — i[x:- ur)-5 Ti Vi 


iel tel 


L’avant dernière égalité est justifiée par la sommabilité des cinq familles impliquées. 


2. (ii) = (iii). Soit x € E. On fixe € > 0. Il existe alors une partie finie J de J telle que 
pour toute partie finie J de TI contenant Jo on ait 


el lei? 


1Èd 


SÉr (2.4) 


(on peut même supprimer les barres puisque le membre de gauche est positif). D’après le 


théorème de Pythagore, 
x? =] se ze]? + || ÿ ziei—x||? 


c’est à dire ieJ je 
Ie? til? = ] ÿ ze; — x||? 
et l'inégalité (2.4) s'écrit in ieJ 
] ÿ tie -x|?<e? 
ieJ 


d’où le résultat. 

3. (iii) = (iv) : évident. 

4. (iv) = (ii). Soit x € E. Fixons € > 0. Il existe alors y € vect (ei 51€ 1) tel que |x — y|| < 
VE. On sait alors qu’il existe une partie finie Jo de T telle que y € vect (ei 1€ Jo). 
Notons F6 = vect {ei 51€ Jo). D'après le théorème de projection sur F6, |lx — pr(x)|| < 
1x — yll, et d’après le théorème de Pythagore, [x — pr(x)|? = [x —- Xe, til. On en 


déduit que |x||? — 5 Im? <e. Soit maintenant J une partie finie de 7 contenant Jo. 


iEJo 
Notons F = vect( ci 11€ J). D'après le théorème de projection sur F, [x — pr(x)|| < ||x — 


pr(x)|, ce qui au carré donne [x|? — 55,5, [xil? < [x]? — 5 Ixil? <e. On a prouvé 


i€EJo 


que (|x;[?;i€ 1) est sommable de somme ||x||?. 


Chapitre 3 
L'espace préhilbertien D de Dirichlet 


Nous définissons ici un espace fonctionnel utile pour répondre aux questions posées en introduc- 
tion : l’espace des fonctions de Dirichlet. Cet espace est muni d’un produit scalaire dont 
l'intérêt est de pouvoir projeter orthogonalement une fonction de Dirichlet quelconque sur cer- 
tains sous-espaces. En l’occurence si n € N, nous projetons sur le sous-espace P, engendré par 
l’ensemble {e_,,...,eo,.….,en} des fonctions ex définies par 


eg : t + efkt 


Les éléments de P, sont appelés polynomes trigonométriques de degré au plus n. Nous verrons 
que si f est à valeurs réelles, sa projection p,(f) est une combinaison linéaire réelle de la forme 


tie ap+aicost+bisint+...+a,cosnt+b,sinnt 


Nous montrerons que la projection p,(f) est le polynome trigonométrique de degré au plus n le 
plus proche de f (au sens de la norme associée au produit scalaire), ce qui fait de la projection 
orthogonale un outil d’approximation des fonctions. 


3.1 Fonctions de Dirichlet et produit scalaire 


Définition 3.1. Soit f:R—C. On dit que f est continue par morceaux si 
1. dans chaque compact de R, f ne possède qu’un nombre fini de discontinuités, 


2. et f possède une limite à gauche et une limite à droite en tout point. 


L’item 2 interdit ce type de discontinuité : 


cp 0 


Figure 3.1. Point de discontinuité x où f(æt)et f(x) n'existent pas ; dans ce cas précis f explose au 
voisinage de x. 


L’un des intérêt des fonctions continues par morceaux est leur intégrabilité sur les compacts : 
Proposition 3.2. Soit f:[a, b] — € une fonction continue par morceaux. Alors le module de f 


est Riemann-intégrable (on dit alors que f est intégrable). 
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Définition 3.3. Soit f:R—C. On dit que f est une fonction de Dirichlet si elle est 
1. 27-périodique, 
2. continue par morceaux, 
3. et VrER, f(x) SEE 


On note D l’ensemble des fonctions de Dirichlet. 


L’item 3 est une sorte de normalisation des fonctions 27-périodiques continues par morceaux. 
Si f vérifie seulement les items 1 et 2, il suffit de modifier ses valeurs en chaque point de discon- 
tinuité pour obtenir une fonction Î qui elle sera de Dirichlet et contiendra la « même informa- 
tion ». La fonction Î est appelée la régularisée de Dirichlet de f (voir figure ci-dessous). 


es 


Figure 3.2. À gauche une fonction f. À droite, sa régularisée . 


On rappelle que CF désigne le C-espace vectoriel des fonctions de R vers C. 


Proposition 3.4. L'ensemble D des fonctions de Dirichlet est un sous espace vectoriel de C®. 
De plus, l’application 
DxD — € 


Go — 7% [roma Fe 


est un produit scalaire (produit hermitien). 


Démonstration. Le fait que D soit un sous-espace vectoriel de CF ne pose aucun problème. 
Notons ® l'application D? — € définie par (3.1). Si f et g sont des fonctions de Dirichlet, alors 
fg est aussi de Dirichlet et donc est intégrable sur chaque compact de R, en particulier sur [0, 
2x]. Ceci prouve que @ est bien définie. La sesquilinéarité, la symétrie hermitienne et la positi- 
vité de ® ne posent aucune difficulté : la sesquilinéarité provient entre autre des propriétés de 


linéarité de l'intégrale, et la positivité vient de la positivité de |f(t)|? dt. Concentrons nous 
sur la définitivité. Soit f € D telle que d(f, f) = 0. Notons æ1 < 2 < … < xæn les points de dis- 
continuité de f dans [0,27{, xo—0 et æn+1=27. On a 


27 N Thk+1 
—_ 2 _ 2 
o= | Pare) Î rod 


et comme chaque terme est positif, chaque terme est nul. Fixons 4 € {0, …., N}. Quitte à 
changer les valeurs de f en xx et x;}1 nous pouvons supposer que flzsæ,,] est Continue (on 
mesure ici l’intérêt de la définition 3.1). De Te |f(t)|? dt = 0 on déduit alors que f est nulle 
sur [tx, tk+1]. En vérité c'est sur ]x%, æx+1[ qu’elle est nulle puisque nous avons modifié les 
valeurs au bord ! Nous avons donc prouvé que f est nulle sur [0, 27[\{x1,.…., x}. La troisième 
condition de Dirichlet (définition 3.3) implique alors que f est nulle sur [0, 27 et donc sur R 
tout entier. La forme © est donc définie. 
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Figure 3.3. La troisième condition de Dirichlet interdit à f telle que @(f, f) =0 d’avoir cette allure. 


Remarque 3.5. L'item 3 de la définition 3.3 trouve sa première justification dans cette 
démonstration : il nous fait gagner un produit scalaire sur un espace fonctionnel. 


À partir de maintenant l’espace D sera muni du produit scalaire 


(rs) FOTO à 


7 27 0 


ile=( { | noeat) 


appelée aussi norme de la moyenne quadratique. Nous avons tous les ingrédients pour faire de la 
projection orthogonale, c’est à dire pour « approximer une fonctions en moyenne quadratique ». 


et de la norme associée 


3.2 Coefficients de Fourier d’un élément de D 


Définition 3.6. {Polynomes trigonométriques) 
1. Pour tout k€ Z, on note ex la fonction 


ex : R — € 
de Sert 
C’est clairement une fonction de Dirichlet. 
2. Soitn EN. On note P, le sous-espace de D engendré par {e_n, …, eo, …, en}. Les élé- 
ments de P, sont les polynomes trigonométriques de degré inférieur ou égal à n. 


On notera que eo est la fonction constante égale à 1 et donc P est le sous-espace des fonctions 
constantes. 


Proposition 3.7. La famille (ex ; k € Z) est orthonormée. Il s'ensuit que pour tout n € N, la 
famille (e_n,...,e0,.….,en) est une base orthonormée de P,. La dimension de P, est 2n +1. 


Démonstration. Soient k, { € Z tels que k Æ £. On a (ex, x) = _ ae lex(t)l? dt = 


1 27 1 27 gi 1 (RO : ds 
37 Jo dt=let (er, ce) = Jo em 0 it gt = = | —— je — 0, ce qui prouve la première 


affirmation. Le reste est évident. 


Remarque 3.8. C’est ici que nous comprenons la présence du coefficient 1/27 dans la défini- 
tion de {f, g) : il s'agit d’une normalisation. Sans lui, la famille des ex ne serait qu'orthogonale. 
Signalons que dans certains ouvrages on normalise les ex plutôt que le produit scalaire. 


Notation 3.9. Notons C (resp. C®) le sous-espace vectoriel de D des fonctions 27-périodiques 
et continues (resp. indéfiniement dérivables). 


18 L'ESPACE PRÉHILBERTIEN D DE DIRICHLET 


Les inclusions 
Ce CCcCD 


sont strictes. En effet, la fonction f définie par 


—. —1 sixe]-7,0| 
+1 sixe]0,7l| 


appartient à D\C tandis que la fonction g définie par 
Vre]-7,7l,g(x)=|x| 


appartient à C\C®. Par ailleurs chaque fonction ex appartient à C®. Ainsi vect(ez ; k € Z) est un 
sous-espace vectoriel de C® et (ex;k€7Z) n’est même pas une base de C. 


Figure 3.5. Représentation graphique de g. 


Notation 3.10. SoitneN. On note p, la projection orthogonale sur P 
Pn : D — Ph 


Soit f € D. D'après le théorème de la projection orthogonale, p,(f) est le polynome trigonomé- 
trique qui minimise la distance entre f et P,. Ceci signifie que le minimum de 


FL "O-rOPat 
0 


sur tous les 7 appartenant à P, est atteint par p,(f), et uniquement par ce dernier. On dit que 
Pn(f) est la meilleure approximation trigonométrique de f en moyenne quadratique. Nous avons 
vu à la proposition 2.5 comment calculer p,( f) : 


Pa(f)= S[ (raja- + (æ À “rwe-ttat) a 


k=-n 


Ceci nous inspire la 


Définition 3.11. Soient f € D etkEeZ. On appelle k°"€ coefficient de Fourier de f le nombre 
complexe 


1 27 , 
a= (re) on f(the-tktat 


Sin > k, le nombre c4(f) n’est autre que la k°"° composante de p,(f) dans la base (e_,, 
€0,... En). On peut généraliser cette définition : 


+2 
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Définition 3.12. Soient E un espace préhilbertien, (e; ; i € T) une famille orthonormée de E et 
a€ E. Le coefficient de Fourier de a relatif à e; est le scalaire 


cale) = (a, €) 
La famille (c;(a);i€ T) est appelée famille des coefficients de Fourier de a dans (e;;1€T). 
Dans le cas des fonctions réelles nous aurons besoin de cette autre généralisation : 


Définition 3.13. Soient E un espace préhilbertien, (e; ; à € I) une famille orthogonale sans vec- 
teurs nuls (pas forcément orthonormée) de E et a € E. Le coefficient de Fourier de a relatif à e; 
est le scalaire 


La famille (ci(a);1€ I) est appelée famille des coefficients de Fourier de a dans (e;;1€eT). 


Dans le cas où J est fini et (e;; 4€ I) génératrice, le lecteur reconnaît en c;(a) la composante 
de a dans (e;;4€ I) relative au vecteur e;. Dans le cas où J est une partie finie de 1, le lecteur 
reconnaît en c;(a) la composante de py(a) dans (e;; j € J) relative à e; ; py désignant la projec- 
tion orthogonale sur vect(e;; j € J). Mais revenons à D. Nous retiendrons les formules 

nm 


Pn(f)= D. ca(fJex 


k=-— 
et . 


nm 


ImCPNP= DC lx(PP 


k=-n 


Définition 3.14. Soit f une fonction de Dirichlet. On rappelle que pour tout k € Z on note 
cr(f) = _ nu f(@)e- tft dt et pour toutn EN, pa(f) =>, cx(f)er. La suite (pA(flin € 
N) est appelée série de Fourier de f. 


On notera que si f est réelle alors cz(f) et c_K(f) sont conjugués. 


Exemple 3.15. Considérons la fonction f de Dirichlet définie par 
æEe]0,27r[-— x 


Ona c(f)= = [AT édt=n et si ke Z*, x(f) 


ties). La série de Fourier associée à f est 


= _ te -‘ktdt = — 2 (intégration par par- 


c’est à dire 


3.3 Inégalité de Bessel 


Théorème 3.16. {Inégalité de Bessel) Soit f € D. Alors la famille (|ex(f)l? ; k € Z) est som- 
mable et sa somme vérifie l'inégalité 


D la(PP< II? 


keZ 


Cette inégalité est énoncée dans le langage des familles sommables, mais l’ensemble des indices 
étant Z, on peut la traduire en termes de séries. On rappelle que dans le cas d’une famille (ax ; 
ke Z) de nombres positifs, il y a équivalence entre les assertions : 


i. La famille (ax; k€ Z) est sommable. 


ii. Pour toute bijection a: N — 7, la série Ÿ° a,(n) est convergente. 
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ji. Il existe une bijection a: N — Z telle que la série Ÿ[ aç(n) soit convergente. 
iv. La série ao+ 3}, (ax +a_x) converge. 


v. La suite (57%, ax;n€ IN) est convergente. 


LE 
vi. Les séries D}, ax et >[Ÿ°, a_x sont convergentes. 


De plus, les sommes obtenues dans les cinq premières assertions sont égales. Nous pouvons donc 
énoncer le 


Théorème 3.17. (Inégalité de Bessel) Soit f ED. Alors 
1. Les séries D, [en(f)P et D, |c-n(f)l? convergent et 


Ico( PP + D le PP+ D le-a(PP< II? 
n=1 n=1l 
2. La série 3172, (Icn(f)l?+|c-n(f)|?) converge et 
(co F2 + D (len(FN2 + en (PI) IF IP 
n=1 


3. La suite (315__, [(f)P;n EN) converge et sa limite est inférieure à || f||?. 
Nous verrons plus loin que toutes ces inégalités sont des égalités. 


_— 
VTRT 


Exemple 3.18. La famille ( 
d’une fonction de Dirichlet car si tel était le cas, la série de terme général = convergerait | 


:kE z) ne peut pas être la famille des coefficients de Fourier 


Exemple 3.19. Pour la fonction f de l'exemple 3.15, on a [c(f)|?= _. pour tout k € Z*. L'iné- 


ie De ne 1 
galité de Bessel confirme donc que la série de terme général + converge ! 


Le corollaire qui suit sert à démontrer le théorème de convergence simple de Dirichlet (théo- 
rème 6.2). 


Corollaire 3.20. /Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f € D. Alors 


lim c(f)= lim «(f)=0 
k— +oo k— —o 


Démonstration. On sait que les séries 3%, [en(f)f et D, |c_-n(f)|? convergent, donc les 


suites |c,(f)l? et |c_,(f)|? tendent vers zéro lorsque n tend vers +, d’où le résultat. 


3.4 Cas des fonctions réelles 


Définition 3.21. Soient E un C-espace vectoriel et R un R-sous-espace vectoriel de E. On dit 
que R est une structure réelle-complexe sur E si ce dernier, en tant que R-espace, est somme 
directe de R etiR : 

E=RœGiR (3.2) 


Un espace vectoriel réel-complexe est un C-espace muni d’une structure réelle-complere. 


On insiste sur le fait que la somme directe (3.2) est réelle ; en d’autres termes Æ y est consi- 
déré comme réel ; d’ailleurs les espaces R et 4R ne sont que réels ! 


On dit que R est la partie réelle de Æ et que ses éléments sont les éléments réels de Æ. 
L'application 
E=RQîikR — E 
a+ib + a—ib 
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est un R-automorphisme involutif appelé « conjugaison ». Conjuguer un élément de E revient à 
conjuguer ses composantes exprimées dans n'importe quelle base réelle (« base réelle » signifie 
que la base est exclusivement constituée d'éléments réels). 


Choisir une structure réelle-complexe sur E revient à choisir une C-base de E ; R est alors 
défini comme le R-sous-espace engendré par cette base. Soit B une base réelle de Æ. Les élé- 
ments de À sont caractérisés par le fait que leurs composantes dans B sont réelles. Pour plus de 
détails sur les structures réelles-complexes voir [4] et [5]. 


Le corps € est naturellement muni d’une structure réelle-complexe dont les espaces CF, D et 
Pn (n € N) héritent naturellement : pour chacun d’eux les éléments réels sont les fonctions à 
valeurs réelles, tout simplement ! La fonction cosinus par exemple, appartient à la partie réelle 
de l’espace P1. En effet, premièrement elle est bien à valeurs réelles et deuxièmement cos — 


either tt 
———). On notera que la base que nous 


- e1 + - e_1 (autrement dit pour tout t€ R, cos t = 
connaissons dans P,, à savoir (e_h,..., eo, …,€n) n’est pas réelle. Elle est donc peu pratique pour 
ceux qui étudient les fonctions de R vers R. 

Notation 3.22. Soit kEN. On note C% et S% les fonctions 


Cr : R — € 
t + coskt 


Sr : R — € 


t — snmkt 


et 


On notera que Co = 1 et So — 0. Les fonctions C4 et Sx sont réelles, comme chacun sait, et véri- 
fient les relations : 


Proposition 3.23. Soit kEN. On a 


ex = Cr+iSk 
{ e_rz=Cr—-iSk (33) 
et 
C = Ek+e-k 
NT TE (3.4) 
Sk=— TER 


On en déduit la 


Proposition 3.24. 


1. Pour tout n € N, la famille (Co, .…, On, S1, …, Sn) est une base orthogonale réelle de 
l’espace complexe P. 


2. La famille (Cy, S::kEN,LE N*) est orthogonale. 
L'’item 1 justifie le terme « polynome trigonométrique ». 


Démonstration. L'’item 2 est une conséquence directe de l’item 1. Fixons n, notons Æ — 
(Co, …, On, S1, …, Sn) et montrons que F est une base orthogonale de P,. Les formules (3.4) 
montrent que les éléments de F appartiennent bien à P,. Si u et v sont deux éléments distincts 
de F,, les formules (3.4) et la sesquilinéarité montrent que {u, v) = 0. Par conséquent F est une 
famille orthogonale de P,. De plus card F = dim P,, ce qui prouve que F est une base de P;. 


Remarque 3.25. Il y a d’autres manières de montrer ce résultat : 
— on aurait pu calculer le produit (u,v) avec la formule intégrale (c'est un bon exercice). 


— on aurait pu conclure sans faire appel à la dimension, juste en invoquant (3.3) qui prouve 
que F engendre P;. 


Remarque 3.26. Les formules (3.3) et (3.4) montraient déjà que F est une base de P,. Elles 
montrent en effet que la matrice de F dans € — (e_», …., eo, …, e) est inversible. La formule 
(3.4) donne les blocs non nuls de mat£F et (3.3) les blocs non nuls de son inverse, matr€. Bien 
sûr la rigueur exigerait de numéroter les éléments de € et F avec les entiers de 1 à 2n + 1 pour 
pouvoir parler de mats F et matre. 
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Remarque 3.27. Si u # Co, {(u,u) =1/2 ; de plus (Co, Co) =1 ; ainsi 
+ sik#0, ==; 
e et ||Col| =1. 


Il faudra en tenir compte dans les calculs sur cette base. 


Définition 3.28. Soient f € D. On appelle coefficients de Fourier réels de f, les coefficients de 
Fourier de f relatifs à la famille (C%, S:;:kEN,LEIN*). Pour tout kE N et l'E N* on note ax(f) 
le coefficient relatif à C% et bé f) le coefficient relatif à Se. 


Ainsi, d’après la défintion 3.13, si k,{ € N*, 
Co) 27 
af) == (1,1) = Jo SO dt= cf) 
CG 
Ro t) cos ktdt 
_—_ (f, Se) . sh 
be f) = IAE =2(f, Se) =+ eu t) sin ktdt 


Soit n € N*. Alors (ao(f),…, an(f), b1(f), .…, bn(f)) sont les composantes de p,(f) dans la base 
orthogonale (Co, …., gs. ): 


Pn(f)(€) = ao(f) + >> fut cos kt + bg(f) sn!) 
k=1 


Cette base n'étant pas normée, le calcul de la norme de p,(f) y est légèrement différent ; 
trouve 
nm 


Im GDIR = DZ lot ICu2+ 3 lot )PIISeI2 
=0 £=1 
: 2, la(PP+ CP 
= Jao(P)| 3 CDI PE 


Exercice 3.1. 
a) Soit Æ un espace préhilbertien de dimension finie, € = (€; ; à € J) une base orthogonale de E et fe E. 
On note (x;;i€ J) les composantes de f dans €. Montrer que [|f| =); PA IEAIER 


b) En déduire le calcul de ||p,(f)|| en fonction des coefficients de Fourier réels. 


Signalons que les coefficients réels de f ne sont pas forcéments des nombres réels ! On les 
appelle réels dans le sens où ce sont les composantes de f dans une base réelle. En revanche si f 
est réelle, ces derniers sont bien réels. Voici les formules de changement de base : 


Proposition 3.29. Soit f € D. Pour simplifier on note (c.;k€eZ) et (ax, b:kEN, LE N*) les 
coefficients de Fourier complexes et réels de f. Soit kEN*. Alors 


&o = Co 
Ak = Ck + C_k 


be =i(cr — C:x) 
et dans l’autre sens : 


Co — 40 
nv ak — 10k 
ARR de 
.+ib 
C_y= ak +i0k 


2 


Démonstration. On sait déjà que ao = co. Pour k € N* on à par définition ax = LE = —?2 CF 


Ca) =;2 ÊA z (ex + e-)) = (£, x) + Cf ex) = x + c_4. Calcul analogue pour bx. Mainte- 
nant, pour écrire cz; et c_% en fonction de az et by il suffit de résoudre le système 


Ck + C_k = Gk 
iCk — ic _x = 
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Remarque 3.30. On aurait pu faire un calcul matriciel en notant F—(C%,8%) et € = (ex, e_x), 
k étant fixé. Les formules (3.3) et (3.4) donnent alors les matrices de passage : 


mate ( hi 
F i —i 


Drad— 
matF=s( | i ) 


qu'il suffit d'appliquer pour obtenir le premier changement : 


et 


et le second : 


La proposition qui suit sert dans beaucoup d'exercices : 


Proposition 3.31. Soit f € D. Si f est paire (resp. impaire) alors les coefficients « sinus » 
(resp. « cosinus ») sont nuls, autrement dit VUE N*,b(f) =0 (resp. VkE N, ax( f) =0). 


Démonstration. Supposons f paire. Soit k € N*. Grâce à la périodicité de f on peut écrire 
bx(f) => Le f(€) sin ktdt où la fonction à intégrer est impaire, d’où le résultat. Dans le cas où 


j est paire le raisonnement est analogue. 


Remarque 3.32. Les applications fr «(f), fr ax(f) et f + bx(f) sont des formes linéaires. 
Ceci est pratique dans les exercices. 


Exemple 3.33. Reprenons la fonction f de l'exemple 3.15. Nous avons déjà calculé les coeffi- 
cients cx(f). Les formules de changement de base donnent immédiatement 


(3.5) 


mais nous pouvons aussi trouver ces coefficients par le calcul direct. Premièrement nous remar- 
quons que f — x est impaire, donc pour tout & E N, ax(f — x) = 0, ce qui par linéarité donne 
ag(f) = ax(r). Les coefficients « cosinus » de la fonction constante x étant (7,0, 0,0, ..), nous 
retrouvons les deux premières lignes de (3.5). L'intégration par parties de L ie t sin ktdt 


donne bien 2 L’approximation trigonométrique de f est donnée par 


(PO = + 2(sint + gain 2 + Gsindt +. + sinnt) 


Exercice 3.2. Calculer 
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mi{ f n-trer+einnianmneee) 
0 


3.5 La suite p,(f) : du fini vers l’infini 


Soit f € D. Pour approcher f nous pouvons la projeter successivement sur Po, P1, P2, etc. On 
dispose ainsi d’un processus itérable à volonté 


f © © 
J Æ Co+c_ie-1+ae 
Î Æ Co+cC_1e-1+c1e +cC_2e_2+0C2e2 


etc. 
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D'une manière générale, dans tout travail d’approximation on cherche un processus itérable à 
volonté permettant de s'approcher aussi près que l’on veut de l’élément visé. Avons-nous obtenu 
un tel processus ici ? Autrement dit : la suite [[p,(f) — f|| tend-elle vers zéro ? Ce que nous 
savons c’est que la suite de sous-espaces (P, ; n € N) est strictement croissante pour l'inclusion 
et donc que la suite || p,(f) — fI| décroît. Il n’est donc pas impossible que p,(f) soit un bon 
outil d’approximation. C’est ce que nous étudions au chapitre suivant. En attendant nous mon- 
trons ci-dessous quelques termes de (p,(f);n € N) pour la fonction de Dirichlet f définie par 


. x? sixel0,r| 
| _ six EÏr,27| 


Figure 3.6. 


Figure 3.7. 


Pa(f) : 


Figure 3.8. 


3.5 LA SUITE p,(f) : DU FINI VERS L'INFINI 


Figure 3.9. 


pa(f) 


Figure 3.10. 


(l 
( F7 T 
L 
1 


ps(f) 


Figure 3.11. Dès le cinquième terme, la série de Fourier semble très proche de f. 
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Chapitre 4 


Convergence en norme 2 de la série de 
Fourier 


Le but de ce chapitre est de montrer que ||p,(f) — f|l2 tends vers 0 lorsque n tend vers + oo 
(théorème de Parseval). Nous allons pour cela passer par la moyenne de Césaro (o,(f)) de la 
suite (Pn(f)). On rappelle que la moyenne de Césaro est définie par 


of = ES pe(f) 
k=0 


L'élément o,(f) appartient à P;, donc d’après le théorème de projection, [pa(f) — fil: < 
Ilon(f) — fÎl2. Voici la stratégie adoptée : 


. Tout d’abord on se restreint au cas où f est continue (points 2 et 3 qui suivent). 
. On montre que |lou(f) — fl. converge vers 0 (c'est le théorème de Fejér). 


. On en déduit la convergence en norme 2 de o,(f) et donc de p,(f) vers f. 


& © ND H 


. On passe au cas où f n’est pas continue en utilisant la densité de C dans l’espace D. 


4.1 Théorème de Fejér 


C’est l’étape fondamentale de notre travail. Les étapes 3 et 4 exposées plus haut en découlent 
facilement. Pour contrôler la norme infinie de o,(f) — f, il suffit de contrôler le module de 
chaque o\(f)(x) — f(x). Voici la stratégie adoptée : 


a) On écrit p,(f)(x) comme une intégrale. Plus précisément, on exprime p,(f) comme un 
produit de convolution. C’est ici qu’apparaît le noyau D,, de Dirichlet (c’est une fonc- 
tion). L'identité obtenue est 


Pr(f)= fx Da 
c’est à dire ; 
Pn(F)(x) = J(æ—u)D,(u)du 


0 


Le 


On écrit oh(f)(x) — f(x) comme une intégrale. C’est ici qu’apparaît le noyau F, de Fejér. 
L'identité obtenue est 


T 
On(f)(x) — f(x) = / (f(x u) — f(x))Fn(u)du (41) 

—T 
On contrôle le module de l'intégrale apparue dans (4.1) en décomposant le domaine 
d'intégration en deux sous-domaines | — «&, a] et {u; a < [u| < x}. Bien sûr il faudra 
choisir judicieusement & pour que cela ait un intérêt. Cette étape nécessitera une mani- 
pulation sur les noyaux de Fejér (la formule en sinus). 


Q 
— 


4.1.1 Noyaux de Dirichlet 


Ces fonctions apparaissent naturellement lors de l'étape (a) évoquée plus haut. On rappelle que 
le produit de convolution de deux fonctions f et g est la fonction f x g définie par 


(x g){x) = Î f(x —u)g(u)du (4.9) 
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où l'intégrale est calculée sur le domaine de définition des fonctions. Bien entendu f et g doi- 


vent vérifier certaines conditions pour que l’intégrale ci-dessus soit définie pour tout x. 


Soit fe D. Ecrivons p,(f) sous la forme (4.2) : 


pr(f) = D a(fe()= Y° CL ADE 


k=-n k=-n 


Il 


| 
ps 

8 

e 
er 


0 2T 


27  - etk(æ-t) x—2r mu" etku 
Ode [0 (à) 


et nous obtenons le produit de convolution de f par la fonction _ Er. ex, appelée noyau de 


Dirichlet d'indice n. On notera le changement de variable x — { = u à la quatrième égalité, et 


l’utilisation de la 27-périodicité de f à la cinquième. 


Définition 4.1. Soit nEeN. Le noyau de Dirichlet d'indice n est la fonction 


Autrement dit pour tout réel x, 


Ainsi, Da = _ (l+ei+e-1+..+en+e_n) = _ (1+2C1 +... +20), ce qui montre que les 
noyaux de Dirichlet sont des fonctions réelles (et paires). Notons que Do est la fonction cons- 


tante égale à 1/27. Nous avons clairement la 


Proposition 4.2. Soit n E N. Alors D, € C ; les noyaux de Dirichlet sont des fonctions de R 


vers R, continues et 27n-périodiques. De plus, 


27 
DAft)dt=1 
0 
Plus haut nous avons montré la 


(4.3) 


Proposition 4.3. Soient f € D'etn EN. Alors paf) = f * Ds. Autrement dit, la projection 


orthogonale de f sur le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions e_», .…, eo, … 


donnée par 
27 


Pn(f)(x) = f(x — u) D,(u)du = À d e-n(s 5 ose) _. 


0 k=-n 


Nous donnons ci-dessous les courbes représentant les premiers noyaux de Dirichlet. 


Figure 4.1. Do et Di. 


, En est 
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a 
ee 


Figure 4.2. Diet Da. 


es 
F- 


Figure 4.3. Da et Ds. 


Fr 
F 


Figure 4.4. Dé et Dz. 


11 1 


— 
F- 


Figure 4.5. Di1 et Di4. 
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4.1.2 Noyaux de Fejér 


Ces fonctions apparaissent naturellement lors de l’étape (b) exposée plus haut. Soit f € D. 
L'étape (b) consiste à écrire o,(f)(x) — f(x) comme une intégrale. Remarquons tout d’abord 


que soustraire une quantité q à la moyenne des nombres wo, .…, Un-1 revient à calculer la 
moyenne des nombres ug — q,.….,Un-—1 — q. Il s'ensuit que 
1 n—1 
On(f(x)— fQa)=— 2, (f(x) — f(x) 
k=0 


et notre objectif se réduit à écrire chaque pz(f)(x) — f(x), ou si l’on préfère chaque 
27 
JG —u)De(u)du — f(x) 
0 
comme une intégrale. C’est ici qu’intervient une manipulation classique en analyse : 
27 27 
JG) = f(x) x 1= f(x) Dr(u)du= | f(x) Dr(u)du 


0 0 


On mesure maintenant l'importance de l'égalité (4.3). Il s'ensuit que 


ef = EX [Ge -u)- He) Datdu 
k=0 0 “ 
= [Ge 0 - EE au 


Nous avons atteint notre objectif en faisant apparaître une fonction remarquable : la fonction 
ne D : he 
ES : c’est le noyau de Fejér d'indice n. 


Définition 4.4. Soit n € N*. Le noyau de Fejér d'indice n est la fonction 


n—1 

Lo Dr 
FE, = k=0 

nm 


On notera que (F,) est la moyenne de Césaro de (D,). Nous avons clairement la 


Proposition 4.5. Soit n € N*. Alors F, EC ; les noyaux de Fejér sont des fonctions de R vers 
R, continues et 27-périodiques. De plus, 


27 
;, F,(t)dt=1 
0 


Plus haut nous avons montré la 


Proposition 4.6. Soient fED,nEeN*etxelR. Alors 


T 


On(f)(x) — f(x) = (f(x —u)— f(x))Fn(u)du 


TT: 


Remarque 4.7. Les noyaux F, apparaissent tout aussi naturellement si on essaye d’exprimer 
On(f) comme un produit de convolution. Ceux qui connaissent les propriétés de la convolution 
comprennent le calcul suivant 


Me 1 n—1 
on(f= > pense D.) 
k=1 k=1 


qui montre que o,(f) est le produit de convolution de f par F,. Les autres retrouveront facile- 
n—1 27 
j 


ki Jo J(&—u)Dyr(u)du et en intervertissant 


5 1 
ment ce résultat en partant de o,(f)(x) == Y 
les symboles de sommation et d'intégration... 


4.1 THÉORÈME DE FEJÉR 


Nous donnons ci-dessous les courbes représentant les premiers noyaux de Fejér. 
| | 

Figure 4.6. Fi et F2. 

Figure 4.7. F3 et F4. 


Figure 4.8. F5 et F6. 


Figure 4.9. F7 et Fs. 
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LE 


Figure 4.10. Fo et Fs. 


JL 


Figure 4.11. F3 et F31. On voit, au fur et à mesure que n augmente, que l’aire comprise entre la 
courbe et l’axe horizontal se resserre vers l’axe vertical sans changer sa mesure et en engendrant une sorte 
d’aiguille de plus en plus fine et haute. 


4.1.3 Enoncé du théorème et démonstration 


Théorème 4.8. (Fejér, 1900, 1904) Soit f € C. Alors la suite (p,(f)) converge uniformément 
en moyenne de Césaro vers f. Autrement dit 


lon(f) — fllo —0 


n— +00 


Pour établir cette convergence il suffit, d’après la proposition 4.6, de contrôler le module de 
l'intégrale 17 (f(x — u) — f(x)) Fa(u) du. Comme annoncé, nous ferons ce travail en décompo- 


sant le domaine d’intégration en deux sous-domaines. Sur l’un des domaines les propriétés de f 
(continuité et périodicité) suffiront, alors que sur le deuxième il faudra compter sur les pro- 
priétés de F}. Le lemme ci-dessous permet d’en savoir plus sur F}. 


Lemme 4.9. {Formules en sinus des noyaux de Dirichlet et de Fejér) SoientneN etxeR. 


sin (n + 3x 


1. SixER\272, D,(x) = 


27 sin à 
2. Size 2r2, Da(x) = 
sin? © 
3. Sin£0etreR\2r2, F(x) = —2 


2rnsin? _ 


4 Sin£0 etre2rZ, Fix) = 


27 


On déduit de ce lemme que les noyaux de Fejér sont positifs. 
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Démonstration. 


a) 


b) 


Item 1 et 2. On rappelle que D,(x) = _ D ei, Ainsi, si æ € 2m Z, chaque terme 
vaut 1 et l’item 1 est vérifié. Soit x € R\27Z. On notera que D }__, ei*® est la somme 


des 2n + 1 permiers termes de la suite géométrique (e-°"#, e RC, gta .…) de 
raison ei* (différente de 1). On en déduit que 
n i(2n+1 
ÿ er L-inr 1— ei RS 
1—eir 


k=-n 


En Factorisant le numérateur et le dénominateur par « l’angle moitié » (procédé clas- 
sique), on obtient 


n PRÉMRE pan Et anis 
ikæx —inx € À € € É 
> ete X - x - 
i —is 4 
k=-n € e ex 
sin2t+lz 
où les deux premiers facteurs donnent 1, tandis que le troisième donne ——2—, par les 
sin — 
2 


formules de Moivre. L’item 2 en découle. 


Item 3 et 4 On rappelle que F,(x) => dE D(x). Sixe 272, l'item 2 donne F,(x) = 


: _ OR TS — x n?, d’où l’item 4. Soit maintenant x € R\27Z. D'après 
l’item 1, 
1 1 
Fax) = —— sin (k + = 
(a) 2rnsins » a For 


et on se ramène aux nombres complexes en regardant 37}2 . sin (k + )& comme la partie 


n—1 i(k+S PAST is 
imaginaire de 5,4 € e" 2)® , Somme des n premiers termes de la suite géométrique (e 7, 
. 3 
2x . j 
e 7? ,...) de raison e**. Cette somme vaut 
= À 1 s inx int inx 
D ete ir ie _ 1l—-e _;ire 
ix EN Ka . & 
L=ÿ l—e e "262 2sins 
ainsi 
— .1—eir® 1—ein? 1-cosnx Sin 
> sin (k+3 x=Im| à FRE — Re se = St ru = D 
— 2sins 2sin> 2sin— sin + 


d’où le résultat. (la dernière égalité vient de cos 20 = 1 — 2 sin?0) 


Remarque 4.10. On peut établir ces formules sans passer par les nombres complexes. Pour les 
noyaux de Dirichlet on part de l’expression réelle 


1 
27 


Dh(x) = (: + 2 cos x + 2cos2r+….+2conx) 


: 1 3 , : 
que l’on factorise par a de sorte à remplacer chaque terme par un produit « 2 X cos x sin » : 


D,(x) a (ane: de 2 cos krane 


k=1 


et pouvoir utiliser l’identité 


2 cos bsin a = sin(a + b) —sin(b — a) 


On obtient alors 


Dax) = —— (su a+ ÿ> (sin(kx + a) —sin(kx — o) 


k=1 


L’astuce réside dans le choix de a : on s’arrange pour que le terme sin(kx — a) se télescope avec 


le terme sin ((k+1)x+a). C’est possible en prenant a = — 


TL 
2° 
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La méthode est analogue pour F,(x) (où x € R\2772) : on fait apparaître l'identité 


2 sin a sin b = cos(a — b) — cos(a + b) 


1 


en factorisant par ——; 
2sin 5 


l'expression de F,(x) obtenue grâce à l’item 1 : 


1 1 1 
n 27 sin © 2 sin 


n—1 
; Le st 
= > 2sin(k+-)xsinz 


k 
n—1 
1 1 1 
= ——— 7 cos kx — cos (k +1 
mr À ( Eco ( e) 


Le télescopage des termes conduit alors au résultat. 


Nous pouvons maintenant démontrer le théorème de Fejér : 


Démonstration. Soit € > 0. Nous allons montrer qu'il existe un rang no à partir duquel pour 
tout ER, |o,(f) — f(x)| <e. Nous utiliserons l'identité 


On(F)(x) — = (f(x —u)— f(x))Fn(u)du (4.4) 


TT 


établie au paragraphe précédent. 


La fonction f étant continue et périodique, elle est uniformément continue, et il existe alors 
a > 0 tel que 


lul<a— (VreR)|f(&-u)- f(a)<S (4.5) 


Quitte à remplacer «& par min (a,x), on peut supposer «& < Tr, et on décompose l'intégrale LE 


de (44)en [+ fan (le deuxième terme désigne f 7° + f 7, bien entendu). D’après 
l'inégalité triangulaire cette intégrale vérifie 


a a 
—T —@ a<lu|<T 


1. Majoration du premier terme de droite. En tenant compte de (4.5) et du fait que F, est 
positive (voir lemme précèdent) on obtient 


 f° < Vi [f(x —u) — f(x)| F,(u) du 
; /. ntdusz [| Fa(u)du (4.6) 
a 
De 


2. Majoration du deuxième terme. Commençons par une majoration grossière. Pour tout x 
et u réels on a 


[f(x —u)— f(x) <1f(x —u)|+1F(&)1 < 21 Flo 


le 


C’est ici qu’intervient la formule en sinus de F, : pour tout ue {a <[u|<T}ona 


On en déduit que 


<2fle /. . Frtudu 


1 sin 1 1 


_ E S& : 
27n sin? 27n sin? + 
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(voir figure ci-dessous), ainsi 


Fe 


<Fllee dus 2e 1 (4.7) 
27n a<lu|£r n 


in2 * in? 
sin” > sin” 


y nl 
" 


de nd ji. # 


Figure 4.12. À gauche de — à on a sin . < sin( — 5) < 0, et à droite de a, sin _ > sin 5 
œ 


: à I TR 3. ü x 
Ainsi, dans tous les cas considérés ici, sin? : >sin?2 : 


3. Soit no tel que Vn > no, AIR < _ D'après les inégalités (4.6) et (4.7), Vn > no, Vr € 


in2? n 
sin?% 


R, lon(f) — f(x)| <e, d’où le théorème. 


Exercice 4.1. Montrer que toute fonction continue et périodique sur R est uniformément continue. 


4.2 Théorème de Parseval 
Le lemme ci-dessous ne pose aucune difficulté : 


Lemme 4.11. Soit fe D. Alors | fll2<||fllx, autrement dit 


1 27 
VE / LFP at < sup [FCO] 


Soit f une fonction de Dirichlet continue. D'après le théorème de Fejér, ||o,(f) — f|l tend vers 
zéro et donc, d’après le lemme précèdent, |lo,(f) — f|l2 tend lui aussi vers zéro. Or d’après le 
théorème de projection, pour tout nE N, on a paf) — fll2< [lon(f) — fÎl2. Par conséquent si f 
est continue nous pouvons affirmer que la série de Fourier p,(f) converge vers f en moyenne 
quadratique. Pour étendre ce résultat à toutes les fonctions de Dirichlet, il suffit de remarquer 
que toute fonction appartenant à D est arbitrairement proche d’une fonction continue (proche 
au sens de la norme quadratique). C’est l’objet du 


Lemme 4.12. Le sous-espace C des fonctions de Dirichlet continues est dense dans l’espace pré- 
hilbertien D des fonctions de Dirichlet. 


On insiste sur le fait qu'il s’agit de densité relative à la topologie définie par la norme 2. 


Démonstration. Soit f € D. Nous allons exhiber une suite (f,) de € qui converge vers f pour 
la norme 2. Nous supposerons dans un premier temps que f ne possède qu’une seule disconti- 
nuité sur [0, 27| sur laquelle | f| saute positivement. On note x0 le point de [0, 27[ où f saute. 
Nous supposons sans perte de généralité que x0 £ 0. Soit n un entier naturel assez grand pour 
que [x0 — = Lo + à soit contenu dans la période [0,27[. On définit une fonction 27-périodique 
fn en disant que sur [0, 27{\[xo — = To + 2], fn coïncide avec f, tandis que sur [ro — _ %o + 2, 
fn coïncide avec la fonction affine qui vaut f(xo — =) en Z0 — = et f(xo + =) en Zo + = ; voir 
figure. Cette fonction est bien continue. 
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8 


Figure 4.13. En dehors de |xo — L,æ0+ = fn épouse f, tandis qu'entre xo — = et to + L fn est affine. 


Affirmation. Pour tout x ER, |fa(x)| <{| flo. 


Démonstration. Si x € [0,27[\[x0 — 2, To + =, c'est évident. Si x € [ro — =, To + =], la crois- 


sance de |f,| implique | fh(x)| < FACE or | fh(to + | = | f(xo + 2) _ | fo + À) < 
Ifllæ, d’où le résultat. © 


On en déduit que | fu(æ) — f(œ)| <|fa(æ)| + |F(æ)| <211f Ile et done 


27 
fn — 18 = _ ét = red 
0 
: 2 OP OET 
. ES EE 


La suite (f,) (définie à partir d’un certain rang) est dans C et converge bien vers f pour la 
norme 2. Le cas où le saut de |f| en xo est négatif se traite de manière analogue. On achève la 
démonstration en traitant le cas où f possède plusieurs sauts par période. Cela ne pose aucune 
difficulté. 


Nous sommes prêts pour le théorème de Parseval : 


Théorème 4.13. (Parseval, 1799) La série de Fourier d’une fonction de Dirichlet converge en 
moyenne quadratique vers cette fonction. Autrement dit, si f ED, alors ||pn(f) — f|l2 tends vers 


zéro. On en déduit l'égalité 
FD l(PP = fl 
keZ 


appelée égalité de Parseval. 


Démonstration. 


1. Au début de ce paragraphe nous avons établi ce résultat dans le cas où f est continue (en 
utilisant le théorème de Fejér). Il s’agit donc de traiter le cas où f € D\C (cas où la con- 
vergence de Fejér n’est plus vraie). Soit € > 0. D’après le lemme de densité, il existe g € C 
telle que ||g — f]l2 _ Cette fonction étant continue, on sait qu’il existe un entier no tel 
que Vn > no, |\Pn(g) — gll2 < + Par ailleurs ||pa(f) — F1] = Ipa(f) — pn(g) + png) — 9 + 
g — la < Ipa(F) — Pn(g)Îl2 + Ipn(g) — ge + Îg — Fllz. Or Ipn(?) — pr(g)lle = Îpn(f — 
g)lle < [f — glle < z (première inégalité de Bessel selon laquelle la projection diminue la 
norme 2). On en déduit que pour tout n >n0, ||pn(f) — fll2<e. 
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P(f) 


Figure 4.14. 


2. Egalité de Parseval. La convergence en norme 2 de p,{f) vers f montre que le système 
(en ; n € Z) est total dans D. L'égalité de Parseval est alors une conséquence directe du 
théorème 2.12. 


Nous développons plus loin l’aspect géométrique de ce résultat (théorème 4.21). 


Remarque 4.14. Il y a d’autres manières d'écrire l'égalité de Parseval : 


DE+ D C(DE+le (Ne [OPA 


eGOE+ 3. PERDRE Prat 


n=1 


2ao( DE + D (a+ (NP =E [OP 


4.3 Conséquences 
La première chose que nous constatons est que l'égalité de Parseval fait le lien entre la somme 
d’une série et l'intégrale d’une fonction. Regardons ce que cette égalité devient dans des cas par- 


ticuliers. 


Exemple 4.15. Reprenons la fonction f de l'exemple 3.15 : Vx€]0,27[, f(x) =x. 


Figure 4.15. 


La série de Fourier associée est 


co : 
SsNnnt 
rm +2 > 
nm 
n=1 
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et l'égalité de Parseval s'écrit 


c’est à dire 


Exemple 4.16. On définit f ED par Vre]-7x,x|, f(x) =x. 


y 


Figure 4.16. 


La série de Fourier associée est 
OO . 
_sinnx 
n 
n=1l 


2 
et légalité de Parseval s'écrit = 5% JL ce qui aboutit à l’identité obtenue précèdemment. 
3 n=l n2 


Exemple 4.17. On définit f ED par Vre]-—7,0[, f(x) =-1et Vre]0,7{, f(x) =1. 


Figure 4.17. 


La série de Fourier associée est 


4 LA sin(2n+1)x 
T 2n +1 
et l'égalité de Parseval s'écrit 


c’est à dire 
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La série de Fourier associée est 


2 à (2n +1)? 
et l'égalité de Parseval s'écrit 
nr? . r? +8 - 1 
3 4 7 > (2n+1)4 
c’est à dire 
L 1 _ 7 
Fr (2n+1)1 96 


Exercice 4.2. Déduire de cette identité la somme de la série D, _—. 


Exemple 4.19. On définit f ED par Vre]-7,r|, f(x) =x?. 


Figure 4.19. 


La série de Fourier associée est 
2 


T (1) 
se cos nt 


n2 


et l'égalité de Parseval s'écrit 


OS de 0h | 
5-91 > ni 
È n=1l 
c’est à dire 
Sr 
n4 90 
n=1l 


Remarque 4.20. Euler (1707-1783) connaissait déjà les sommes du type 
+00 1 


er 


n=1 
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pour & € N*, mais sa manière de les calculer était radicalement différente et pour le moins 

magique. Nous savons que la somme S des racines d’un polynome d’indéterminée x et de degré 
n est donnée par la formule de Viète 

coeff (n — 1) 

Gin NS, 

coeff (n) 

où coeff(k) désigne le coefficient de x*. Cette formule n’est pas pratique si l’on souhaite « 

allonger » le polynome en lui ajoutant des termes (S dépend du degré n). Heureusement Euler 

remarque que si a est la racine non nulle d’un polynome, alors 1/a est la racine du polynome « 

mirroir ». Par exemple si a annule A+ Bx +Cx?+ Dx*, alors 1/a annule Ax° + Ba? + Cx + D. 


On en déduit que la somme Y; des inverses des racines d’un polynome est donnée par la formule 


coeff(1) 


17 coeff(0) (#8) 


à condition que le premier coefficient du polynome ne soit pas nul ! Attention : on somme en 
tenant compte de la multiplicité de chaque racine. Euler généralise alors ce résultat aux « poly- 
nomes infinis » sans toutefois donner un cadre rigoureux à ce type d'objet : il énonce que la 
somme infinie des inverses des racines du polynome infini À + Bx + Cx? + Dx*+..…. est égale à 


ne appliquer son « théorème », il cherche tout naturellement à déveloper la fonction sin(x) 
en une série entière. Son procédé est injustifié mais efficace. Premièrement il écrit 
sinx= Ax + Bas + Cas +... 
en vertu de l’imparité. Ensuite il dérive cette relation « terme à terme » : 
cosr—A+3Br+5Cr"+.… 
ce qui donne en x —0 l'identité A=1. En dérivant terme à terme l'égalité précédente il trouve 
— sinxz =6Bx+20Cx +... 


d'où 6B=-—1et B——1/6. En procédant ainsi de suite il trouve 


Malheureusement ici le premier coefficient est nul ! Qu’à cela ne tienne, il considère l’identité 


sinr LA (—1)" 
= = 2n 
x 2. Cn+1l" 


Il en déduit que le polynome infini du membre de droite a pour racines les nombres {nr:neZ} 
et, chacune de ces racines étant simple (comme on le voit en dérivant) il trouve 


1 
D, —=0 
nEez* 


ce qui est faux pour la sommabilité telle qu’on la définit usuellement. On peut toutefois inter- 
préter ce résultat en remarquant qu’effectivement chaque terme _ s’annule avec son opposé — 
_—. Pas très satisfait par cette première découverte il décide de poser x? =t, ce qui donne 


sinr XX (—1)" 
F = 2 Print 


Le membre de droite est un polynome en t de premier coefficient 1 et deuxième — a Les zéros 


de _ sont les nombres nr pour n entier non nul. Il en déduit que les racines du polynome en 


t sont les nombres n?7?, pour n € N*. Il obtient donc l'égalité 
+00 


1 1 
D 2 6 


n=1 
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d’où il déduit la série des inverses des carrés. 

Pour obtenir d’autres séries il cherchera d’autre formule du type (4.8). Il en trouvera pour la 
sommes des inverses des carrés des racines, la somme des inverses des racines exposants quatre, 
etc. On montre facilement que la somme X2 des inverses des carrés des racines est égale à 


__ coeff(1) — 2 coeff(0) coeff(2) 


Ë2 coeff(0)? 


Sachant que pour le polynome en t plus haut, le coefficient de t? est 1/120, Euler trouve 


= nt 90 
Il trouve également les sommes 
_— n6 945 
ie 
en n 9450 
Des 
= nt0 93555 
> 1 _ 6917/? 
— nl? 638512875 


Pour plus de renseignements sur ce thème, lire [9]. 


La deuxième conséquence du théorème de Parseval est la totalité du système (e, ; n € Z). 
L'application du théorème 2.12 (théorème géométrique) donne ici le 


Théorème 4.21. {Propriétés géométriques de D) 
i. Le système (e,;n eZ) est une base hilbertienne de D. 
ü. Pour f,g€D, la famille (ca(f)cn(g);n eZ) est sommable et (f,9) = ver Cn(f) Cn(9) 
ii. Pour tout f ED, (c(f);n€eZ) est sommable et || f|P=Y, 6 len( PP. 


iv. Pour tout f ED, (c(f)en;n eZ) est sommable pour la norme 2 et f =Y,6y Cn(f)en 
pour la norme 2. 


Grâce au théorème de Parseval on peut montrer que deux fonctions distinctes ont forcément des 
coefficients de Fourier distincts ; ceci est l’objet de la 


Proposition 4.22. {Corollaire du théorème de Parseval) L'application 


S : D — CZ 
ff (a(f);keZ) 


est linéaire et injective. 


Démonstration. La linéarité est conséquence de la linéarité de chaque application f — cœ(f). 
Pour établir l’injectivité il suffit de calculer le noyau. Supposons que S(f) = 0. Ceci signifie que 
pour tout k€ Z, cx(f)=0. La formule de Parseval donne alors || f|l2=0, d’où f —0. 


On termine cette section par une dernière conséquence au théorème de Parseval : la non 
complétude de l’espace préhilbertien C. Pour s’en convaincre il suffit de se donner une fonction 
fe D\C. La suite (p,(f);n € IN) est de Cauchy dans € mais ne converge pas dans C (sa limite 
pour la norme 2 est f). Evidemment nous n’avions pas besoin d’un théorème aussi puissant 
pour établir ce résultat. 
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4.4 Questions soulevées par le théorème de Parseval 


Commençons par un petit rappel d’algèbre linéaire. Soit E un C-espace vectoriel de dimension 
infinie et (e,;4€ T1) une base. Si ue E, on note (u;;i€ I) les composantes de E dans la base (e;; 
i€I). On a alors un monomorphisme d’espace vectoriels 


M :E — € 


u + (w:;iel) 


appelé « application coordonnées relative à la base (e; ;: à € 7) ». Notons que ce morphisme n’est 
pas surjectif : une famille appartenant à C7 ne peut correspondre à un vecteur de E que si elle 
est presque-nulle. 


Le monomorphisme M n’est pas sans rappeler le monomorphisme S qui, d’une certaine 
manière, associe à chaque fonction f la famille de ses « coordonnées » dans la base hilbertienne 
trigonométrique, mais la comparaison est abusive car 


— premièrement (ex ; k€ Z) n’est pas une base (cette famille n’est pas génératrice), 
—  deuxièmement, la famille des « coordonnées » de f n’est pas forcément presque-nulle. 


Le deuxième point implique que la somme Ÿ},., cx(f)ex n'a auncune signification algébrique, il 
est impossible donc de reconstituer f à partir de ses soi-disants « coordonnées ». Deux pro- 
blèmes s'offrent ainsi à nous : 


e Comment reconstituer une fonction de Dirichlet à partir de ses coefficients de Fourier ? 
(il s'agira d'étudier différents modes de convergence de séries.) 


e Comment savoir si une famille (cx ; k € Z) de nombres complexes correspond, via $, à une 
fonction de Dirichlet ? (voir exemple 3.18.) 


Se donner la famille (cz ; & € Z) équivaut à se donner la série de fonctions 


Co + ÿ (Cn En +C-ne-n) (4.9) 


n=1 


On peut donc voir l’ensemble C7 comme l’ensemble des séries de fonctions de variable t de la 
forme (4.9) ou, ce qui revient au même, de la forme 


OO 
ao + >: (an cos nt+bhsinnt) 


n=1 


On les appelle « séries trigonométriques ». C’est bien entendu la définition de p,(f) qui nous les 
a inspirées. Finalement on peut voir le monomorphisme $S comme une application qui à chaque 
fonction de Dirichlet associe une série de fonctions. Ce point de vue éclairera les questions pré- 
cèdentes. Il vient alors une autre question : 

+ Les coefficients de Fourier de la somme d’une série co + D, (en et +c_ne-"t) con- 
vergente coïncident-ils avec les coefficients c, avec lesquels on a construit cette série ? 
(pour répondre il faudrait commencer par préciser le type de convergence dont il est ques- 


tion !) 


Ces questions font l’objet du chapitre ?. 


4.5 Une alternative au théorème de Fejér : le théorème de 
Stone de Weierstrass 


On peut établir la convergence de p,(f) vers f en moyenne quadratique sans utiliser le théo- 
rème de Fejér. Il suffit d'utiliser un théorème tout aussi puissant : le théorème de Stone Weiers- 
trass. Nous n’en donnerons ici que la version trigonométrique. 
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Proposition 4.23. {Version trigonométrique du théorème de Stone Weierstrass) Le sous-espace 
des polynomes trigonométriques est dense dans l’espace des fonctions continues et 27-périodi- 
ques de R vers € pour la norme infinie. Autrement dit, pour tous f EC ete > 0, ül existe p€ 
vect(en ;n€ Z) tel que | f — plu <e. 


Compte tenu du lemme 4.11, ce théorème implique que la famille (e, : n € Z) est totale dans 
€, ou si l’on préfère, que les polynomes trigonométriques forment une base hilbertienne de C. On 
en déduit aussitôt la convergence de p,(f) vers f en norme 2. Ensuite pour passer de C à D on 
utilise le lemme de densité... 


4.6 Compléments sur le théorème de Fejér 


Le théorème de Fejér contient un autre résultat que nous avons occulté pour ne pas embrouiller 
notre « chemin vers le théorème de Parseval ». Il s’agit d’un résultat de convergence ponctuelle, 
au sens de Césaro. 


Théorème 4.24. {théorème de Fejér, partie 2) Soient fe D etx ER. Alors on(f)(x) — f(x). 


Autrement dit : si f est une fonction 27-périodique continue par morceaux, alors la série de 


+ _ 
14) en moyenne de Césaro. La valeur de cette limite 


Fourier de f en x converge vers 
apporte une justification supplémentaire à l’item 3 de la définition 3.3. Ce théorème demeure 
vrai si f est une fonction 27-périodoque, Riemann-intégrable sur [0, 27] et possédant une limite 


à gauche et à droite en x. 


Démonstration. Fixons € > 0. On a 


(D) (= [ 


—T 


T 


Ge-uw-f@)rtodu- [| + f 


(on a coupé le domaine d'intégration en deux). En effectuant le changement de variable u = — v 
sur la première intégrale et en tenant compte de la parité de F,, on obtient 


0 T 
an(F}(x) — f(x) = Î (+0) = f(e))Fa(—v)(— du) + | (Ju) f(x) Fa(u)du 


—T 


= 4 (te+u)+ f(e-u)-2/(0))Fa(u)du 


Soit a > 0 tel que pour tout u € | — à, a[ on ait [f(x + u) + f(x — u) —2 f(x)| Le. L'existence 
d’un tel & est claire dans le cas où f est continue en x. Pour s’en convaincre dans le cas où x est 
un point de discontinuité, il suffit de remarquer que 2 f(x) = f(x*) + f(x). 


1. Première majoration. On a 


| f° (f(æ+u)+ f(x —u) —2/f(x))Fa(u)du ce f” Fa(u)du == 


2. Deuxième majoration. On tient compte de 
sin? 7© 
Fn(u) 2 


= ——— 5% 
27n sin? + 


(vraie sur tout l'intervalle d'intégration) et du fait que u-— = décroît de —— à 1 sur 
sin? < 


[a, x] pour obtenir 


f 


qui pour n assez grand est clairement inférieur à €/2. 


1 T 
<nre J, Ua) + fe 0) -21(a)du 
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3. On conclue en recollant les morceaux ! 


Nous donnons maintenant une version plus générale du théorème 4.8 (Théorème de Fejér) dont 
la preuve n’est qu’une petite adaptation de ce qui a été fait à la section 4.1.8. 
Théorème 4.25. {Fejér, 1904) Soit f e D. 

1. SixER, alors o,(f)(x) — f(x). 

2. Si f est continue sur l'intervalle compact [a,b], alors oA(f) converge uniformément vers f 


sur l'intervalle [a, b]. 


Le théorème de Fejér ne nous dit rien sur la convergence ponctuelle de la série de Fourier d’une 
fonction mais il nous renseigne sur la valeur d’une telle limite si jamais elle existe : 


Proposition 4.26. Soient f ED etx ER. Si pa(f)(x) converge alors sa limite ne peut être que 


(x). 


Démonstration. D’après le théorème de convergence ponctuelle de Fejér (item 1 du théorème 
précèdent), la suite o,(f)(x) converge vers f(x). Or cette suite numérique est la moyenne de 
Césaro de la suite p,(f)(x) supposée convergente, elles ont donc la même limite. 


La convergence ponctuelle de p,(f) est étudiée aux chapitres ? et ?. 


Chapitre 5 


Convergence normale de la série de Fou- 
rier 


5.1 Convergence normale des séries trigonométriques 
Etudier la convergence de la suite p,(f) équivaut à étudier la nature d’une série de terme 
général 

Cnen +C-ne-n 
On rappelle qu'une famille (2; ; j € [) de nombre complexes est sommable si et seulement si la 
famille des modules, (|z,|5 € I) est sommable. Autrement dit dans C, il y a équivalence entre 


sommabilité et absolue-sommabilité. Soit (cx ; & € Z) une famille de nombres complexes indéxée 
dans Z. Nous avons les équivalences : 


i. La famille (cx ; k€ Z) est sommable. 
ii. Pour toute bijection a: N — Z, la série Ÿ2 [co(n)| converge. 
ii. Il existe une bijection o:N — Z telle que la série Ÿ2 |cy(n)| converge. 
iv. La série D, [en +c_n| converge. 
v. La série 317, (|cn|+|c_n|) converge. 
vi. La suite (575, [cel EN) converge. 


vi. Les séries >%_, [el et >, [c_n| convergent. 


Proposition 5.1. Soit (c, ;n € Z) une famille de nombres complexes. Si la famille (c, ; n € Z) 
est sommable, alors la série co + ne (Cn En + C-ne-n) converge normalement (donc uniformé- 
ment) vers une fonction continue f. De plus, pour tout ne Z, cn(f) = c€n (la série de Fourier de 
f est la série initiale). 


Démonstration. 


1. Il suffit de majorer la norme du terme général : |le, en + €_n e_nllæ < [enlllenllo + 
Îc_nllle_nllo = |Cnl + |c_n|. Or d’après le rappel sur les familles sommables, la série de 
terme général |c,| + |c_,| est convergente. On en déduit la convergence normale de la 
série de terme général yen +C_ne-n et on note 


+00 


f=co+ ÿ (Cn En + C-nE-n) 
la somme de cette série. co 


2. D’après ce qui précède, f est dans €, comme limite uniforme d’une suite de fonctions de 
C. De plus, sikeZona 


a(f) = (ra)-x] | 
1 


+00 
Co + de ren te-ne-n) E_k 


n=1 
+00 


27 
>» | (Cn En + C-ne-n)e-K 
0 


Il 
ND 
3 
PTS 
© 
a 
S— 
D 
3 
œ 
I 
F 
fl 
T 
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(la troisième égalité est justifiée par la convergence uniforme). Or pour tout j € Z*, l’inté- 
grale Fe e; vaut zéro, tandis que l'intégrale JE eo vaut 27. On en déduit que dans la 
dernière somme seul le terme cx x 27 subsiste, d’où l'égalité cz(f) = cx. 


Corollaire 5.2. Soit f € D. Si la famille des coefficients de Fourier de f est sommable, alors 
Pn(f), la série de Fourier de f, converge normalement vers f (et f appartient forcément à C) 


Démonstration. D'après la proposition précèdente p,(f) converge normalement vers une fonc- 
tion continue g et les coefficients de g sont les coefficients de Fourier de f. Puisque f et g ont 
les mêmes coefficients de Fourier, f et g coïncident (n'oublions pas que $ est injective). 


On remarquera qu’il était possible d'utiliser la proposition 4.26 au lieu de la proposition 4.22 
pour conclure cette démonstration. 


Nous avons partiellement répondu aux questions de la section 4.4. Notons À le sous-espace 
vectoriel de D dont la famille des coefficients de Fourier est sommable (c’est en fait un sous- 
espace de C). Notons {!(Z, C) le sous-espace vectoriel de CZ des familles sommables. La restric- 
tion 


Sa: A — {(Z,C) 


est un isomorphisme d’espace vectoriels. L'application réciproque est celle qui à chaque famille 
(cn) associe la fonction somme de la série normalement convergente co +2 (cnen+C_ne-n). 


Cette restriction de S ressemble beaucoup à une « application coordonnées » classique. 


Nous noterons que f € À si et seulement si la série de Fourier de f converge normalement. 
Le sens — est établi au corollaire 5.2. La réciproque vient du fait que si la série converge nor- 
malement, alors la famille (c,(f)en ; n € Z) est sommable pour la norme infinie et donc, pour 
tout ER, la famille (c,(f)e.(x);n € Z) est sommable. Si x =0, cette famille est (c,(f);n € Z). 


Les sections qui suivent fournissent des conditions suffisantes pour qu’une fonction appar- 
tienne à À. 


5.2 Cas des fonctions de Dirichlet de classe C? 


On s'inspire de la notation 3.9 pour définir les espaces C? (pour p € N) en disant que les élé- 
ments de C? sont les fonctions de Dirichlet de classe C?. Si fe C!, f' EC et une idée féconde 
réside dans l’expression des coefficients de f” en fonction de ceux de f. 


Proposition 5.3. Soit f EC!. Alors pour toutneZ, c(f')=inc(f). 
Démonstration. c,(f') — (se En) = _ di f'(berint dt = es (Lroe inter F 
in Fée fie dt) = incCn(f). L'intégration par parties est justifiée par le fait que f et e_, 
sont de classe C1. 


Ce calcul nous donne un dominant de c;(f) pour n tendant vers + qui est d'autant plus 
négligeable que la classe de f est élevée. Pour f de classe C?, par exemple on trouve c,(f) = 
(5), ce qui montre que la famille c,(f) est sommable et donc que la série de Fourier de f con- 
verge normalement vers f. 


Proposition 5.4. Soient k€ N* et fE CF. Alors 


cn(f) = 02) 


+o ‘n#* 


Aïnsi, plus f est régulière, plus c,(f) converge vite vers zéro en + oo. 
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Démonstration. Commençons par le cas k—1. Soit feC!. On a f'EC et d’après le lemme de 
Riemann-Lebesgue, 


autrement dit 


incn(f) = o(1) 


TZ O0 


d’où le résultat. Supposons maintenant le résultat vrai jusqu’à l’ordre k. Soit f € C*+1. Alors 


f' € CF et d’après l’hypothèse de récurrence, cA(f') = 0), autrement dit incn(f) = o(—), 
TZ O0 TZ O0 


d’où le résultat. 


Corollaire 5.5. La série de Fourier d’une fonction de Dirichlet de classe C? converge normale- 
ment vers cette fonction. Autrement dit, si f EC?, alors p\(f) converge normalement vers f. 


Démonstration. De c;(f) = o(2) on déduit que la famille (c,(f);n € Z) est sommable, et on 


TZ O0 


applique le corollaire 5.2. 


5.3 Première amélioration : les fonctions de Dirichlet de 
classe C! 


On peut, grâce à l’inégalité de Bessel et l’inégalité classique 


a? + y? 


5 (5.1) 


Ty< 


afaiblir les hypothèses du corollaire 5.5. 


Corollaire 5.6. La série de Fourier d’une fonction de Dirichlet de classe C! converge normale- 
ment vers cette fonction. Autrement dit, si f EC!, alors p,(f) converge normalement vers f. 


Démonstration. Soit f € C!. Alors f’ € D et la famille (|c,(f')|? ; n € Z) est sommable (voir 
inégalité de Bessel ou égalité de Parseval). Mais, compte tenu de l’égalité c,(f’) = inc,(f), cela 
revient à dire que (n?|c,(f)|?;n € Z) est sommable. Or d’après (5.1) 


GENE EG (rl tOP +) 


n2 


| 2 


La sommablité des n?|c,(f) 


et des _ implique celle des c,(f), d’où le résultat. 


5.4 Deuxième amélioration : les fonctions de Dirichlet de 
classe C! par morceaux 


L'idée ici est d'étendre la formule c,;(f') = inc(f) aux fonctions de Dirichlet dont la dérivée 
possède les mêmes propriétés de régularité qu’une fonction de Dirichlet. Grâce à cette nouvelle 
formule on établira sans difficulté la convergence normale de la série de Fourier vers sa somme. 


Définition 5.7. Soit f € D une fonction de Dirichlet. On dit que f est de classe C'! par mor- 
ceaux s’il existe des réels x1, 2, …, æn dans ]0, 271 tels que pour tout k€ {0,..., N} la fonction 
flarærsil 8e prolonge en une fonction CT sur [xx, tx+1] (on a posé xo = 0 et xnr1 = 27). On 


note Ch, l’ensemble des fonctions de Dirichlet de classe C? par morceaux. 

On montre facilement que Ch,, est un sous-espace vectoriel de D. Les éléments de C,, sont 
caractérisés par les trois propriétés ci-dessous : 

— f est dérivable partout sauf éventuellement en un nombre fini de points par période, 


— Les points de [0,27[ où f’ est non définie ou non continue sont en nombre fini, 
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— f' possède une limite à gauche et à droite en tout point. 


Ainsi la dérivée d’une fonction C! par morceaux est à quelques trous près une fonction continue 

par morceaux (en fait f’ coïncide avec une fonction de Dirichlet presque partout). Ainsi, quitte 
$ + / _— 

à poser f'(x) = FC _ (x) 

ment de D. Dans ce qui suit nous noterons abusivement f’ la fonction obtenue par ce procédé 

de régularisation. 


en chaque x où f’ n’est pas définie, on peut voir f/ comme un élé- 


Théorème 5.8. (Dirichlet, 1829) Soit fECNC,,. 

1. Pour toutneZ, c(f')=inc(f) 

2. La série p,(f) converge normalement vers f. 
Démonstration. Soit fe CNC},,. Soient x1 …, æn les points de ]0, 2r[ où f”’ est non définie 
ou non continue. Ce sont les xx de la définition 5.7 et tout comme dans cette définition, nous 
posons xo = 0 et æv:1 = 2T, de sorte que f est de classe Cl sur chaque intervalle fermé [xy, 
æk+1] (n'oublions pas que f est continue, inutile donc de restreindre à ]x4, tx+1| pour ensuite 


prolonger à [xx, %x+1] par continuité). Pour calculer les c;(f') nous allons décomposer le 
domaine d'intégration selon la subdivision donnée par les x4 : 


| y NT pau | 
= D re 
k=0 VT% 
et en intégrant par partie chaque terme on obtient 


1 N-1 
(= X Le. 


k=0 


Tk+1 . N—-1 


_ k=0 ŸT%k 


Dans la première somme tous les termes se télescopent (notons que nous pouvons faire ce même 
calcul avec f non continue, sauf qu’alors le télescopage n’a pas lieu). La deuxième somme donne 
incn(f) grâce à la relation de Chasles. 

On établit la convergence normale de p,(f) vers f en reprenant mot pour mot la démonstra- 
tion du cas « C! » (corollaire 5.6). 


Remarque 5.9. Le théorème de Dirichlet affirme tout simplement que les fonctions continues 
et C! par morceaux appartiennent à A. 


Chapitre 6 


Convergence simple de la série de Fourier 


Commençons par étendre la notion de dérivée à droite et à gauche. 


Définition 6.1. Soient f une fonction de Dirichlet et x ER. On dit que f possède une dérivée à 
droite en x généralisée si 
f(e+h) - f(at) 
h 


possède une limite pour h tendant vers zéro par valeurs positives. On note f{(x) cette limite 
lorsqu'elle existe. 


Si æ est un point de continuité de f, on retrouve la notion classique de dérivée à droite. 
C’est lorsque x est un point de discontinuité que cette définition devient intéressante. On définit 
de manière analogue la dérivée généralisée à gauche de f en x, que l’on note f,(x) lorsqu'elle 
existe. 


Figure 6.1. La dérivée à gauche généralisée en x0 est la pente de la demi-tangente T. 


Exercice 6.1. Montrer que si f est de classe CT! par morceaux alors f possède une dérivée généralisée à 
gauche et à droite en tout point de R. 


Théorème 6.2. {Dirichlet, 1829) Soient f une fonction de Dirichlet et x ER. Si la fonction f 
possède des dérivées génaralisées à gauche et à droite en x, alors la série de Fourier de f évaluée 
en x converge vers f(x) : 


Pn(f)(x), =, f(x) 


n— +00 


Avec les mêmes hypothèses sur f, sauf la régularité au sens de Dirichlet, on aurait 


FT) + f(x?) 


n— +00 2 


Pn(F)(x) 


Ceci apporte une nouvelle justification à l’item de la définition 3.3 ! 
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Démonstration. Il s’agit de contrôler p,(f)(x) — f(x). Nous savons écrire p,(f)(x) comme 
une intégrale, plus précisément comme le produit de convolution de f par le noyau D,. Nous 
essaierons dans un premier temps d’y faire apparaître une sorte de taux de variation de f afin 
d'exploiter l'existence des dérivées généralisées à droite et à gauche en x. On a 


T 0 T 
Pn(f)(x)= | f(x—u)D,(u)du = feu) Ditdu+ | f(x —u)D,(u)du 
=. 7 0 
En effectuant le changement de variable u = — v dans la première intégrale, et en tenant compte 


de la parité de D, on obtient 


Pn(F)(x) 


| 
ue 
8 


: v)DA(— v)(— dv) + [ f(x—-u)D,(u)du 
| (fu) - f(e+u)) D,(u)du 


Il 


La deuxième idée consiste à forcer l'entrée de f(x) dans cette intégrale en se servant de l’iden- 


tités 5 D,(u)du => et de l’astuce (déjà utilisée) : 


F2 + fe) Ge Ce) + Fe) x fl Di(odu= fre) + Fat) D (du 
on obtient : 


pa(f}&)- f&) = | 

L j' fu) - f{e+u)- fa) - f(at) 
0 
1 


sin (n + Judu 


5 Uu 
27 sin > 


Il 


| Ra(u) sin (n + L'udu 
0 2 


où 


La dernière intégrale ressemble vaguement au calcul du coefficient de Fourier d’une fonction. 
Cette ressemblance se précise, si l’on tient compte de l'égalité 


à 1 ; u Let u 
sin(n+s)u=sin(nu+ )=sins cosnu +cos sinnu 


Le fait par ailleurs que f{(x) et fa(x) existent prouve que h; possède des limites en 0* et 07. 
Ainsi h; se prolonge en une fonction de D, que nous noterons encore h,. Cette fonction étant 
impaire, la fonction h;(e) sin (n + DL est paire, et l’intégrale étudiée s’écrit alors 


1 : | 1 
PC) Se) = ge | hatu)sin (n + pudu 
1 ff" . U de, LP Us 
= | hz(u) sin. cosnudu + | ha(u) cos > sinnudu 


on (| 


Chacun de ces deux termes est (au coefficient multiplicatif 2 près) un coefficient de Fourier réel 
d’une fonction de D. On en déduit, d’après le lemme de Riemann-Lebesgue, que leur limite pour 
n tendant vers + est nulle, d’où le résultat. 


Nous venons en fait de démontrer un résultat plus général que celui énoncé : 
Théorème 6.3. Soient fe D et x ER. Si la fonction 


fœ+u)+ f(x u) — f(a*) — f(x) 


VA 


est bornée au voisinage de zéro, alors ph(f)(x) — f(x). 
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C’est sous cette forme qu'est énoncé le théorème de convergence ponctuelle de Dirichlet dans 
certains manuels. 


Le théorème de Dirichlet permet, à l'instar du théorème de Parseval, de calculer la somme de 
certaines séries. Reprenons les exemples étudiés à la section 4.8. 


Exemple 6.4. On définit fe D par Vxe]-7,r|, f(x) =x. La série de Fourier associée est 


25: ( en  — 


Le théorème de Dirichlet en x =0 donne « 0=0 ». Pour + €]0,7T| on obtient 


n-1Sinnt _æ 
PA 1) n 2 
En æ=+ on obtient 
 (-DË Tr 
> 2k+1 4 


Exemple 6.5. On définit f ED par Vxe]-7,0|, f(x) =—1et Vxe]0,x[, f(x) =1. La série de 


Fourier associée est 
> sin (2n+1)x 
2n +1 


Le théorème de Dirichlet en x € ]0,+| donne 


> sin(2n+1l)x 7 
2n+1 4 


n=0 


En x => on obtient l'identité de l’exemple précèdent. 


Exemple 6.6. On définit f ED par Vrxe]-7,7|, f(x) =|x|. La série de Fourier associée est 


T À > cos (2n + 1)x 
T (2n +1)? 


Le théorème de Dirichlet en x —0 donne 


OO T2 
2 TEST "8 


(d’où l’on déduit la somme des 1/n? en décomposant celle-ci selon les termes « pairs » et « 
impairs ») 


Exemple 6.7. On définit f ED par Vxe]-#,r|, f(x) =x?. La série de Fourier associée est 


SX 


Le théorème de Dirichlet en x = 7 donne 


COSNT 


re 


Chapitre 7 
Période autre que 27 


On peut re-écrire toute la théorie de Fourier avec des fonctions périodiques de période T' quel- 
conque. Il suffit pour cela de remplacer D par l’espace D(T) des fonctions T-périodiques de R 
vers C continues par morceaux et régulières au sens de Dirichlet, et de munir cet espace vecto- 
riel complexe du produit scalaire donné par 


T 
Cra)=r 100 9 dt 


Lorsque la variable { parcourt [0, T], la variable x = ou parcourt [0, 27]. Ainsi, si f est 27- 
périodique, la fonction t+ f eu t) est T-périodique. Ceci nous pousse tout naturellement à con- 


sidérer la famille (£, ;n € Z) des fonctions 
+. 27 


it 
Entre T 


Cette famille vit bien dans D(T) et possède les mêmes propriétés que la famille des fonctions tri- 
gonométriques dont elle est inspirée (orthonormalité, totalité, etc.) On adapte sans difficulté 
toutes les définitions et tous les théorèmes qui précèdent. Dans ce contexte les coefficients sont 
définis par les formules 


T 

(= 7 [fe meta 
T 

a() = à | fOe-ita 
T 

MN = à | remet 


27 


(n € Z, k, LE N*) où on a introduit w — 7 pour simplifier. La série de Fourier associée à f 
s'écrit par exemple 
+00 
ao( f) + » fu cos nut + bn(f) sn) 
n=1 


On laisse le soin au lecteur de retrouver les autres formules et théorèmes. 
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Chapitre 8 
Phénomène de Gibbs (1848) 


Si on regarde comment converge pA(f) vers f au voisinage d’un point de discontinuité, on voit 
apparaître une oscillation qui se resserre de plus en plus. C’est le phénomène de Gibbs, décou- 
vert et étudié par Wilbraham, Michelson et Gibbs. Nous nous proposons ici de l’observer sur un 
exemple classique. Soit f la fonction de Dirichlet définie par 


No a size]-",0| 
+1 sixe]0,7l| 


Cette fonction étant impaire, tous les coefficients a,(f) sont nuls. Le calcul montre en fait que 
tous les b,(f) d'indice pair sont nuls aussi et 


bar+1(f) = 


L'étude de p,{(f) se ramène donc à l'étude de la suite 


n—1 


4 sin(2k+1)x 
T 2k+1 


Sn(t) = 


Pour connaître les variations des fonctions s, sur [0,7] nous calculons 5; : 


4 n—1 
(aie = cos (2k+1)x 
Fée 
“1 1 
_ 2 ACL S ienne) 
T 
k=0 k=0 
: 2 cie 1= ei2nx me 1 e-i2nx 
T 1—ei2x 1—e-i2z 
On traite le premier dénominateur avec l’arc moitié : —_ = È = = = _ = De 
. 1 1 1 : 1—-e e e — eiz e 2isin + 
même, = — -——, d’où 
1—-ert*? et? 2isinx 
2 = ei2nx = e-2nx 
! 
SN(x) — — 
n(æ) 2( 2isinx ii 2isinr 
2 1 i2nx —i2nx 
= e — € 
7 2isinx ( ) 
_ 2sin2nx 
7 Tr sinx 
Les éléments de ]0, 7[ annulant sin 2n+x sont les k __ avec k€ {1,..,2n — 1}, les variations de s, 
sont 
T T T T 
æ |0 — 2 — 3 — _ 2n — 1) — T 
2n 2n 2n ) 2n 
Sn(t) 7 ÿ me NS. fe NX 


et on devine les oscillations évoquées. Voici les courbes représentant s8 et 525 : 
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 


Figure 8.1. Tracé de £(snz 4 


L sin3x , , sini7æ 
3 To... T 17 


Figure 8.2. Tracé de t(snz 4 


sin3x , Sin5læ 
3 FR 51 


T T 
3. €t la valeur est s,(-—). À mesure que n aug- 


mente, l’abscisse de ce maximum s'approche de x = 0 et nous allons voir que sa valeur ne tend 
pas vers lim f(x) (qui vaut 1), ce qui confirme la non convergence uniforme de s, vers f. 
æ—0,x>0 


Le premier maximum local se trouve en x = 


Le calcul de l'écart entre lim Sn(5=) et 1 est une manière de mesurer cette non convergence. On 


peut calculer lim Sn(5) de deux manières : 


Première manière. L'expression de Sn(5=) ressemble à une somme de Riemann du type 


A(n)= 12 N° gx) 


n 
k=0 


où les xx vérifient a = 0 < 1 <... < En-1 <%n —=b et pour tout kE {0,...,n—1}, «KE [a+ 
k _ a+(k+1) a Le calcul de A(n) approxime l'intégrale de g de a à b en décou- 


pant [a, b] en n segments de longueurs _ et en construisant un rectangle sur chaque 
eo (k Fe 1) b—a 


n n . 
xx au milieu de son segment, et affectons les valeurs a =0, b=7 et g(x) = =, alors A(n) 
s'écrit 


segment [a + k 


} ayant pour hauteur f(x7). Si nous prenons chaque 


n—1 .:;: T 
sin (2k+1) — 
A2 — 2 


k=0 


fm sint . T 2 ñm sint 
o 7 dt, on trouve lims,(—=)=< f, —-dt. 


La limite de A(n) étant f 
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Deuxième a On part de l'égalité Sn(5=) — Sn(0) = ss (x) dx qui donne 
= 2 fc oi es dx et on s'inspire de l'identité + = =+a G — 5 pour transformer 

cette expression en Sn(s _ fé Den eRe je = =/èn sin ® anne (LL _ + )dx. La pre- 


mière intégrale est in de n puisqu'elle s écrit J + Fee dt par le changement de 


variable 2nx = t. La deuxième fait intervenir la fonction x Re clairement définie 


sur JO, 2 et qui se prolonge en 0 par continuité (la limite vaut zéro) ; on note 4 la fonc- 
tion ainsi obtenue. On à alors | JS F2 sin 2nxop(x)dx| < __ SUPz€ [0,2] lgp(x)| ce qui 
que la deuxième intégrale tend vers zéro et que Sn(5>) converge vers 


ed , 


Nous pouvons maintenant donner une approximation de Sn(5= D Î —). Soit x € J0, 7]. 
D’après le théorème de Taylor-Lagrange, il existe c€]0, x[ tel que 


3 5 # 8 


: TX TX TX ZT (8) 
3 — 
sint=T ET 7 * ar in (c) 
mé (8) RP 0 nu 0 à = xÿ x x? Cécre | : 
or Æ sin ®”/(c) == sin c > 0 puisque cE[0,7{, donc sinx 2x—-+2 2. Ceci étant vrai aussi 
3 5 7 
lorsque x — 0, nous pouvons affirmer que Vx € [0,7], sinx > x — — + T — et donc 


2 fT sint 2) il RE UE 2 TŸ T° a? 
> 2 0 
h t a>2 ] (: 31 "5! n)dt 2(x sai sn zu) 17 


Nous avons montré que Sn(3=) — 1) & 0,17. 


A ere 1 1 2 2 
Exercice 8.1. Montrer que la limite de x Hz —X Cu zéro est zéro. 


Chapitre 9 
Equation de la chaleur (1807, 1811, 1822) 


C’est à Jean-Baptiste Joseph Fourier que l’on doit les premiers résultat importants dans la 
théorie qui aujourd’hui porte son nom. Il a étudié les séries trigonométriques dans le but de 
résoudre l’équation de la chaleur. Voici de quoi il s’agit. On considère une tige droite de lon- 
gueur infinie et fine au point de négliger son épaisseur. On repère les points de cette tige par un 
abscisse x. On suppose que des sources de chaleur sont disposées le long de la tige. On suppose 
également que cette dernière n’échange pas de chaleur avec l’extérieur. On note u(x,t) la tempé- 
rature au point x à l'instant { et p(x, t) la densité de source de chaleur en x à l'instant t{. Ceci 
signifie que la source fournit à l'intervalle de tige [x, x + dx] pendant l'intervalle de temps [t, t + 
dt] la quantité p(x,t)dxdt de chaleur. 


y 


état à l'instant t 


Figure 9.1. Exemple où l’on représente l’état d’une tige de longueur £ à un instant t. On voit que plus 
on s'éloigne du milieu, plus la température est basse. 


La fonction de température est alors solution de l’équation aux dérivées partielles 


où cet y sont des caractéristiques physiques de la tige ; plus précisément, 
— cest la chaleur spécifique linéaire (ï.e. la capacité calorifique par unité de longueur), 
— et y la conductivité calorifique. 


Cette équation est appelée « équation de la chaleur ». 


Supposons pour simplifier les calculs que p—0 et 2= 1, l'équation devient alors 
du Du _ 
Ot Or? 
Ajoutons des conditions limites aux solutions recherchées, à savoir : 
[1]. La tige est limitée dans l’espace, de x =0 à x =7. 
[2]. La température aux extrémités est toujours nulle : u(0,e)=u(r,e)—0. 


[3]. A l'instant initial la température est donnée par une fonction f : u(e,0)= f. 
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Commençons par chercher les solutions particulières de la forme 
u(x,t)=X(x)T(t) 


(physiquement cela revient à dire que la température varie comme une courbe à laquelle on 
applique une affinité, on les appelle solutions stationnaires). C’est la méthode de séparation des 
variables. L'équation de la chaleur s'écrit maintenant 


x?! TE 
sa 
à condition que X et T ne s’annulent pas, ce que nous supposerons (X sera nulle en 0 et x néan- 


X" T' ne 
— et + sont constants (puisqu'ils 
ne dépendent pas de la même variable). Notons C' cette constante. L’équation de la chaleur 


équivaut au système 


moins, pour satisfaire à [2]). On en déduit que les rapports 


X"-CX=0 
T'- CT =0 


Si C' > 0 le lecteur vérifie aisément que la condition [2] conduit à X —0, solution que nous avons 
rejetée. Même chose si on suppose C = 0. Nous avons donc C < 0 et nous noterons C = — X2. 
L'’équation en X se résoud en 


X (x) = Ci cos Àx + Cisin Àx 


La condition [2] impose C1 = 0 et C2 sin Àr —0. Ainsi Âr Er Z, ie. ÀE Z. Nous disposons donc 
d’une infinité de solutions pour X, à savoir les fonctions 


Xn=Ansinnt 


pour nEN* et À, arbitraires (les n négatifs donnent des solutions redondantes). 


Compte tenu de l'égalité C'= — \2=— - n?, l'équation en T s'écrit maintenant 
T'+n?T =0 
et se résoud en 
T(t}=Be"t 
Nous disposons donc d’une infinité de solutions, à savoir les fonctions 
2 


The Bhe tt 


pourneNet B, arbitraires (les n négatifs donnent des solutions redondantes). 


Voici finalement les solutions trouvées en séparant les variables : 
n?t 


üun(æ,t)=D,sinnre” 


pour nEN* et D, arbitraires (ce sont des solutions vérifiant [1] et [2] mais pas forcément [3]). 


L'équation de la chaleur étant linéaire, toute combinaison linéaire (finie) de ces solutions par- 
ticulières est également solution. Fourier considère alors les sommes infinies du type 


CO 

. «+ F2 

u(x,t) = ) Dysinnze-" t 
n=1l 


Cette idée géniale est inspirée par la solution de l’équation de la corde vibrante proposée par 
Bernouilli en 1755. Si une telle série converge, que la somme est dérivable en t et deux fois déri- 
vable en x et que ces dérivations commutent avec la sommation (voir théorème de dérivation des 
séries de fonctions) alors cette série est solution de l’équation de la chaleur. Par suite, la condi- 
tion [3] impose 


f(x) = S: Dhsinnx 
n=1l 
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ce qui signifie que les D, sont les coefficients de Fourier de la fonction 27-périodique impaire 
obtenue en prolongeant f à IR tout entier. On notera encore f cette fonction. C’est comme cela 
qu'est apparu le premier développement d’une fonction donnée en une série trigonométrique. 


Conclusion. Si f est développable en série de Fourier, l'équation de la chaleur admet une 
solution qui vérifie les conditions limites [1], [2] et [3], à savoir la fonction u(x, t) — 
es 1 Dassin næze-""t où les D, sont les coefficients de Fourier de f (sous réserve que les hypo- 
thèses du théorème de dérivation soient vérifiées !) Nous pouvons même montrer que cette solu- 
tion est unique. 


Soient u1 et u2 des solutions de (9.1) vérifiant les conditions limites [1], [2] et [3]. On pose 
U = U1 — 2, c’est aussi une solution et donc 


Ou _ du 
Ôt Ox? 
d’où 
Ôt 0x? 
et en intégrant selon x de 0 à 7, 
FT Ou Tu 
| us 47 k US 2 dT 


+ ; Sie ES pe T Êu 2.1 r Ou? u2 
Le premier membre de cette égalité s’écrit Jo" Hdi=s Jo à ne 2 fu dx et le 


second, Le u _ dx = Lu el JA (5) ax — Je ( 3e 2) da. L'égalité équivaut donc à 


INCORRECTE Ou 
do he [Era 


ce qui signifie que la fonction h:t+ f . u? dx décroît sur R+ (sa dérivée serait négative) mais 
h(0) —0 donc h <0. Comme par ailleurs h > 0, on a h—0 et donc u —0, d’où le résultat. 


ERREUR : h(0) ne vaut pas zéro, mais A(0 = fju (x, 0}? dx — Jo f 2dx ; ça pose pro- 
blème... je ne vois pas comment on peut se HR avec ça ! J’ai . Fc en dt 
mais ça ne mène à rien non plus... 


Chapitre 10 
Equation de la corde vibrante (1750) 


L'étude de la corde vibrante remonte aux travaux de Brook Taylor (début du 18°"° siècle). Les 
avancées les plus importantes ont lieu aux alentours de 1750 grâce aux travaux de d’Alembert, 
Euler et Bernouilli. 

On fixe un repère (x,t) et on considère une corde tendue entre les points (0,0) et (£,0). On 
suppose qu'à l'instant t la corde est représentée par la fonction uw, ce qui signifie que les points 
de la corde sont les points de coordonnées (x, w(x)) où x parcourt [0, {]. Chaque fonction u4 est 
donc définie sur [0, {]. Pour simplifier les choses nous noterons u(x, t) au lieu de w4(x) et nous 
dirons que la fonction u: [0, #] x [0,+co[— R représente la forme de la corde à chaque instant. 


y 


Figure 10.1. Une corde à l'instant t. 


La fonction uw est alors solution de l’équation aux dérivées partielles 


où 
_ 
D Ve 
— Test la tension aux extrémités, 


— et u la masse par unité de longueur de la corde. 


On doit cette équation à d’Alembert (1749). Pour simplifier sa résolution nous supposerons 
c=1et {=7. L'équation devient alors 


Du _ Du 


Ajoutons des conditions limites : 
[1]. La position initiale est donnée par une fonction f ; u(e,0)= f 
[2]. La vitesse initiale de chaque point est donnée par une fonction g : Pt (e, 0)=g 


[3]. Les extrémités ne bougent pas ; u(0,e)=u(r,e)=0. 


Comme pour l'équation de la chaleur, nous adoptons ici la méthode de séparation des varia- 
bles et posons u(x,t)= X(x)T(t). Ceci nous amène à résoudre 
XY fa 
Fa 
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à condition que X et T ne s’annulent pas, ce que nous supposerons (X sera nulle en 0 et x néan- 
[22 


moins, pour satisfaire à [3]). On en déduit que les rapports X_ et _ sont constants (puisqu'ils 


X 
ne dépendent pas de la même variable). Notons C cette constante. L’équation de la corde équi- 


vaut au système 


X"—-CX=0 
T'-CT=0 


Si C' > 0 le lecteur vérifie aisément que la condition [3] conduit à X —0, solution que nous avons 
rejetée. Même chose si on suppose C = 0. Nous avons donc C < 0 et nous noterons C = — X2. 
L’équation en X se résoud en 


X (x) = Ci cos Àx + Cisin Àx 


La condition [3] impose C1 = 0 et C2 sin Àr —0. Ainsi Âr Er Z, ie. À€E Z. Nous disposons donc 
d’une infinité de solutions pour X, à savoir les fonctions 


Xn=AnSinnt 


pour ne N* et À, arbitraires (les n négatifs donnent des solutions redondantes). 


Compte tenu de C =— X2= — n°, l'équation en T's’écrit maintenant 
T'+n?T =0 
et se résoud en 
T(t) = C3 cosnt+Casinnt 
Nous disposons donc d’une infinité de solutions, à savoir les fonctions 
Tn(t) = Bhcosnt+D,sinnt 


pourneNet B,, D, arbitraires (les n négatifs donnent des solutions redondantes). 


Voici finalement les solutions trouvées en séparant les variables : 
un(x,t) =sinnx(a,cosnt+/B,sinnt) 


pour nE N* et a», Bn arbitraires. Ce sont des solutions vérifiant la condition [3]. 


L'équation de la corde vibrante étant linéaire, Bernouilli a l’idée géniale en son temps (1755) 
de considérer les sommes infinies du type 


OO 
u(x,t) = ÿ sinnæx(a, cosnt+/{Hsinnt) 


n=1 
Si une telle série converge, que la somme est dérivable deux fois en t et x et que les dérivations 
partielles commutent avec la sommation alors cette série est solution de l'équation de la corde. 
La condition [1] impose 


f(x) = S An SNnT 
n=1 


tandis que la condition [2] impose 
OO 


g(x) = >» nÜnsnnx 


n=1 


Pour simplifier les choses, les fonctions impaires 27-périodiques prolongeant f et g sur R seront 
abusivement notées f et g, respectivement. 


Conclusion. Nous avons montré que si les fonctions données f et g sont développables en 
séries trigonométriques, alors la fonction 


u(x,t)= >, sinnt (cr cos nt + Hd) ) 
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est une solution de (10.1) vérifiant les conditions limites [1], [2] et [3] (à condition toutefois que 
cette fonction soit deux fois dérivable selon x et t et qu’elle vérifie le théorème de dérivation des 
séries). 


Chapitre 11 


Quelques repères historiques 


Les séries trigonométriques font leur apparition vers 1400 en Inde, dans les travaux de Madhava 
de Sangamagrama. En occident il faut attendre les travaux de James Gregory, au 172" siècle 
pour les voir surgir. C’est grâce à Methodus Incrementorum Directa et Inversa, ouvrage écrit 
par Brook Taylor en 1715, que l’étude de la corde vibrante et de la propagation du son devien- 
nent les thèmes majeurs de la recherche pendant tout le 18° siècle. En 1749, Jean Le Rond 
d’Alembert détermine l’équation de la corde vibrante qu’il résoud analytiquement. En 1755, 
Daniel Bernouilli propose une autre résolution de cette équation : il a l’idée géniale et auda- 
cieuse d'exprimer les solutions comme des sommes infinies du type 


+oo 
) sinnxtcosnat 


n=0 


Cela lui vaudra une contreverse avec Leonhard Euler qui ne croit pas qu’une telle expression 


puisse coïncider avec une autre expression sur un intervalle, sans lui être égale en les autres 


sinnæx ee , ; 
par exemple, coïncide pourtant avec l’expression x 


points de R (l'expression x +2 D, 
sur ]0,27|[ et pas aïllleurs...) 


nm 


En 1799, Marc-Antoine Parseval énonce son fameux théorème sans le démontrer, en se con- 
tentant simplement d'affirmer qu’il s’agit d’un résultat évident ! Il l’utilisera pour résoudre des 
équations différentielles dans son mémoire de 1801. 


Dans les années 1807, 1811 et 1822, Joseph Fourier (s'appuyant sur des travaux de Joseph 
Louis Lagrange et de Christian Huygens) publie des études sur l'équation de la chaleur où il est 
question là aussi des séries trigonométriques. Il y développe deux méthodes pour le calcul des 
coefficients a, et b, d’une fonction donnée : une méthode par résolution de systèmes linéaires 
infinis (décrite dans [3], page 272) et une méthode par intégration, à savoir les fameuses for- 
mules : 

1 27 1 27 
An = — f(t)cosntdt et bh=— f(t) snmntdt 
T Jo T Jo 
Il savait que rien ne prouve en général la convergence de la série ainsi définie. Ces résultats 
déclencheront eux aussi la contreverse. 


En 1819, Deflers, puis en 1820, Siméon Denis Poisson, donnent les premiers théorèmes de 
convergence (valables en fait pour les fonctions de classe C?). En 1829, Johann Peter Gustav 
Lejeune Dirichlet publie son fameux théorème de convergence. Il sera corrigé plus tard par 
Camille Jordan. 


En 1848, Henry Wilbraham découvre le phénomène de Gibbs sans que personne n’y prête 
attention. En 1898, Albert Michelson observe ce phénomène grâce à un appareil mécanique mais 
il l’attribue à un défaut de conception de l’appareil. C’est Willard Gibbs qui comprendra qu’il 
s’agit d’un phénomène mathématique, et c’est Maxime Bôcher qui en donnera l’explication 
défintive en 1906. 
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En 1867, Bernhard Riemann publie un mémoire sur les séries trigonométriques d’une impor- 
tance majeure. Il y définit rigoureusement la notion d’intégrale et propose son fameux lemme 
ainsi que d’autres résultats importants. Dans les années 1870, Georg Cantor publie une série 
d'articles sur les séries de Fourier qui le pousseront à introduire la théorie des ensembles. Son 
résultat le plus connu est le théorème d’unicité (si deux séries trigonométriques convergent en 
chaque point de R en coïncidant, alors ces deux séries ne font qu’une). 


En 1873, Paul David Gustave du Bois Reymond propose le premier contre-exemple de fonc- 
tion continue dont la série de Fourier diverge en x = 0. Les travaux de Lipot Fejér de 1900 à 
1904 sont d’une grande importance : il propose son théorème de convergence (moyenne de 
Césaro) et surtout, il a l’idée de régulariser les fonctions en les convolant avec un noyau. Il s’agit 
d’une idée fondamentale qui sera utilisée dans de nombreux domaines des mathématiques. 


Dans les années 1900, Henri Lebesgues introduit une nouvelle intégrale permettant aux séries 
de Fourier de trouver enfin leur cadre idéal. Ses travaux de 1902 et 1910 apportent de nombreux 
résultats sur la convergence. En 1907, Pierre Fatou généralise l'égalité de Parseval. Les recher- 
ches de Fatou, Frigyes Riesz et Ernst Fisher sur les séries de Fourier donneront naissance à 
l’analyse fonctionnelle. 


L'histoire ne s'arrête pas là, bien sûr. le lecteur trouvera dans [1], [8] et [7] d’autres rensei- 
gnements. 


Chapitre 12 


Exercices 


12.1 Théorème de projection 


Le but de cet exercice est de justifier l’existence de la projection orthogonale sur un sous-espace 
vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien. Ce résultat avait été admis au chapitre 2 


(théorème 2.4). 


Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout x € X et toute partie À non vide de X on définit 
la distance de x à À par 


d(x, A)=inf{d(x,a);a€ A} 
On dit d’un élément a de À qu'il est une projection de x sur À s’il réalise cette distance, c’est à 
dire si d(x, a) = d(x, À). En général rien ne garantit ni l’existence ni l’unicité d’un tel élément, 
même si X est un espace de Banach. Prenons par exemple X —IR? muni de la norme 

Ia, æ2)1] = max {la1l, lol} 


A=[-1,1] x {0} et = (0,1). On voit bien que dans cet exemple chaque point de À se trouve à 
une unité de distance de x. Ainsi x admet une infinité de projections sur A. Si on munit X de 
la norme euclidienne et on prive À du point origine on constante que x ne possède aucune proje- 
ction sur À. 


Dans ce qui suit Æ est un espace préhilbertien, C une partie convexe non vide de E et x un 
élément de E. 


1. Montrer que pour tout (a,b) € E?, 
la+b|f+1a-21=2|al?+21bl? 
(relation connue sous le nom d'identité du parallélogramme) 


2. Montrer que si x possède une projection sur C, alors celle-ci est unique. 


3. Montrer que si C est complète, alors x possède une projection sur C'. Aïnsi dans le cas 
convexe et complet l'existence et l’unicité de la projection sont garantis. 


4. Montrer que pour tout (a,b,c)e E*, 


la—b|?=|la-cl?+1b-c|?-2Rela-c,b-c) 


(c’est la formule du triangle) 


5. Ici nous supposons uniquement que C' est un convexe non vide de E et c un élément de 
C. Montrer alors que les assertions suivantes sont équivalentes 


i. L'élément c est une projection de x sur c. 
ii. Pour tout de C, Rex —c,d—c)<0. 


6. Ici nous supposons uniquement que C' est un sous-espace vectoriel de E et c un élément 
de C. Montrer alors que les assertions suivantes sont équivalentes 


i. L'élément c est une projection de x sur c. 


ü. x—ceCt. 


69 


70 


EXERCICES 


7. On suppose que tout x élément de E possède une projection sur C (unique d’après la 
question 2) notée P(x). Montrer que pour tout (x, y) € E?, 
IPC) — P(y)l<llx — yll 
En déduire la continuité de l'application P:E—C. 
8. Soit F un sous-espace vectoriel de Æ tel que tout élément de E possède une projection 
(forcément unique) sur F. On note P(x) la projection de x sur F. Montrer que 
a) l’espace E est somme directe de F'et Ft, 
b) l'application P est le projecteur associé à cette somme directe, 
c) P est linéaire, continue, de noyau Ft et de norme 1 (sauf si F est réduit à {0}, 
auquel cas P est l’application nulle), 
d) l'application Idg — P est la projection sur F+, 
rs 
9. Montrer que dans un espace normé, tout sous-espace de dimension finie est complet (et 
donc fermé). 

10. Montrer que dans un espace de préhilbertien tout sous-espace F de dimension finie admet 
un complémentaire. Montrer que dans un espace de Hilbert tout sous-espace fermé F 
admet un complémentaire (ce complémentaire est le sous-espace orthogonal à F). 

11. Montrer que dans un espace de Hilbert, un sous-espace est dense si et seulement si son 
orthogonal est réduit à {0}. 

Solution 

1. Pour établir l'identité du parallélogramme on part de 
la+b]?+]la-b|?={a+b,a+b) +(a—b,a—b) 
et on utilise les propriétés du produit scalaire... 
2. Soient c et d deux projections de x sur C' et notons ô = dx, C) = [x — c|| = |x — d||. 
L'identité du parallélogramme appliquée à a = x —c et b=x— d donne 
2x (c+d)?+1le- dl? =21x- cl? +211x — dl? 
c’est à dire 
dll 
le-S +||c-— d||? = 46? 
2 
mais la convexite implique que (c + d)/2 appartient à C' et donc Ile — ie] > 62. Nous 
en déduisons que [lc — d||? <0 d’où c=d. 
3. On note 6=d{x,C)=inf{x -c|;c€eC'}. Il existe alors (c,;n EN) E CT telle que 


x — cn] — à 
Montrons alors que (c.,) est une suite de Cauchy. Soient k, { deux entiers naturels et 
appliquons l’identité du parallélogramme à a = x — cx et b=x—c. On obtient 
2 — (ex +c)|7 + ce — cel =21x - «ll? +218 — cel? 


d’où 


RFC s 


Ick— cl = 21e — ff +21 — cel? — 4e - 


où (cx + c&)/2 appartient à C' puisque C' est convexe et donc ||x — aie? 62. Fixons 


2 
e > 0. Pour k et { assez grands nous avons |x — cz]? < 6? + = et [x — «|? < 82 +5. II 
s'ensuit l’inégalité 
€ 


4 2 
3 Ô 


lex — cel2<262+ 2 +282 + 
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c'est à dire |lcy — c|]? < €, d'où le résultat. Comme par ailleurs C' est complet, cela 
montre que (c,) converge vers un élément c de C. En faisant tendre n vers + dans 
l'inégalité 
8< {x — cl <]]r — cn] + lon — ci] 
on obtient ||x — c|| —6. L'élément c est donc une projection de x sur C. 
4 Ona x — ul? = (x - VU, X — y) =(2,x)} En (æ,y) . (y, x) +(z,x) =||x|?—2Re(x, y) + 
Iyl. Ainsi [a —b|f=|(a-c)-(b-01/=Ila-clf-2Re(a-c,b—c)+1b- cf. 
5. On procède en deux temps. 
(i) = (ii). Soit de C. D'après la question 4 on a 


Ilz=d|P= 1x cf +1ld- cl -2Re x -c,d—e) 
c’est à dire 

2Re(x—c,d—c) x — cl? + Id — cl? — [x — d|? 
x dl?+1d- cl? -—11x - dl? 
lld— cl? 


AMNTI 


Ceci étant vrai pour n’importe quel élément d de C, c’est vrai aussi pour l'élément 
(1—t)c+td, site [0,1] et de C (n'oublions pas que C'est convexe), et dans ce cas 
l'inégalité précèdente s'écrit 
2tRe(z—c,d—c) <®||d-c|? 
c’est à dire 
2Re(x—c,d-—c) <t|ld— c|? 
Ceci étant vrai pour tout t € [0,1], on fait tendre t vers 0 dans cette inégalité et on 
obtient 
Re(x—-c,d—c)<0 
(ii) = (à). Soit de C. On a 


xd? = x-cl?+ld-cl?-2Re(r-c,d-c) 
> IIx-cl*+lld- cl? 
> Ix-cl° 


d’où le résultat. 
Remarque. Si E est un espace préhilbertien réel, on sait que (a, b) = |la|||b|| cos (a, b) où 
l'angle (a, b) est un nombre compris entre 0 et 7. L’assertion (ii) signifie que l’angle com- 
pris entre x — c et d — c est supérieur à 7/2, ce qui correspond parfaitement à l’idée intui- 
tive que l’on se fait de la projection. 


Figure 12.1. Cas réel. L’angle compris entre x —cet d—c est obtus. 


6. C'est un sous-espace vectoriel de FE, donc c’est une partie convexe non vide, et nous pou- 
vons lui appliquer le résultat de la question précèdente. Procédons en deux temps : 
(ii) = (i). On suppse que x —- ce C+. Soit de C. Onad—ceC et donc (x —c) 1 
(d— c), c’est à dire (x—c,d—c) =0 et à fortiori Re (x —c,d—c) <0. Ceci étant 
vrai pour tout dE C’, la question 5 permet alors de conclure. 
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(i) = (ii). On suppose que c est la projection de x sur C. D’après la question précè- 
dente, pour tout de C', on a 


Re(x—-c,d—c)<0 
L’inégalité précèdente appliquée à d+c (qui est bien dans C') donne 
Re(x—c,d)<0 


et ceci est vraie pour tout d € C. Cette dernière appliquée à (x — c, d) d (qui est 
bien dans C') donne 


Re({x—c,;d)(x-—c,d))<0 


c’est à dire (x —c,d)=0, et ceci pour tout de C. 


7. On a 

le — y = [x — y P(x) + P(y)) + (P(x) - P(Y)l? 

= [x y P(x) +P(y)|?+]||P(x) - P(y)|? 

| +2Re(xz—y— P(x)+P(y), P(x)— P(y)) 
Rétr= y POI PUL PE) PO) = Re Po))= (Pull) P(u)) 

= Re(x— P(x), P(x) — P(y)) 

— Re (y — P(y), P(x) — P(y)) 
> 0 


d’après la question 5 (assertion ti). Il s’ensuit que ||x + y||? > || P(x) + P(y)|?, d’où l’'iné- 
galité demandée. La continuité de P est une conséquence directe de cette inégalité. 


a) b) c). Nous savons déjà que F et FE sont en somme directe (c’est un résultat 
général). Soit x € E. Alors x = (x — P(x)) + P(x) où x — P(x) € F+ (question pré- 
cèdente, assertion iii) et P(x) € F. Ceci prouve que E = F & F+ et que P est la 
projection sur F associée à cette décomposition. 


Remarque. Il s’agit même d’une somme directe topologique puisque P est con- 
tinue. 


D’après le théorème de Pythagore, {x|? = |x — P(x)|? + ||P(x)|?, donc 
IP@2< el, ie. IP@)| <læl. Ainsi PI <1. Si F£{0), la restriction de P à 
F est l'identité de F, par conséquent | P|| =1. 


d). D’après la question 6 il s’agit de montrer que (x — (Idg — P)(x)) L F4. Or x — 
(Idg — P)(x) = P(x) et P(x)e F, d'où le résultat. 

e). Nous que l'inclusion F C FT est vraie en général. Prouvons l'inclusion inverse. 
Soit x € Ft. De P(x) € F on déduit P(x) € F4. Ainsi x — P(x) € F4, Mais 
xz— P(x)e F+, par conséquent x — P(r)=0, donc z=P(r)etrer. 


9. Supposons que E est un espace normé et F' un sous-espace de dimension n € N. Il existe 


alors un isomorphisme d'espaces vectoriels ©: K” — F. Cette application est continue (la 
source est de dimension finie), donc uniformément continue (on a muni K” d’une norme, 
n'importe laquelle, elles sont toutes équivalentes). Aïnsi F est l’image uniforme-continue 
de K” qui est complet. Ceci prouve que F est un sous-espace complet de ÆE, d’où le 
résultat. Une autre manière de conclure est de voir que F muni de la norme induite par 
E est isomorphe, en tant qu’espace normé à K"* muni d’une certaine norme N (la norme 
image via @ en fait). Mais nous savons que N est équivalente à la norme euclidienne et 
que (K", N) est complet, d’où le résultat. Il existe encore d’autres manières de montrer 
ce résultat. 


12.2 UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ré 


10. Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace de dimension finie. Puisque F est 
converxe, complet et non vide, la projection P: E — F est définie et d’après la question 8, 
E est somme directe de F et FT. Dans le cas où E est un espace de Hilbert et F fermé 
alors F est complet et on se ramène au cas précédent. 


11. Soit E un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de Æ. Le sous-espace F étant 
fermé, nous avons E = F & F+ (question précèdente). Montrons l'affirmation suivante : 
Affirmation. F et son adhérence F ont le même espace orthogonal. 
Démonstration. De l'inclusion F € F on déduit F4 2 Ft, Soit x € Ft. Il s’agit de 
montrer que x est orthogonal à tous les éléments qui adhérent à F. Soit y un tel élément. 
Alors il existe une suite (y,) d'éléments de F qui converge vers y. De l'égalité 


(æ, Un) En 0 
(vraie pour tout n) et de la continuité de l'application (x, e) on déduit en passant à la 
limite que 

(x, y) =0 
© 


Il s'ensuit que E = F & F4. L’équivalence entre « F dense dans E » et « FE = {0} » 
est maintenant évidente. 


12.2 Une équation différentielle 


Résoudre dans R l’équation différentielle 
y" +25y=max(0,sinx) 


Cet exercice vient de [12]. 


Solution 
L’équation homogène E9 associée 
y" +25y=0 
a pour solutions les fonctions 
y=Acos5xr+Bsinsx 
où À et B sont des constantes réelles arbitraires. On en déduit que les solutions de l’équation 
proposée sont les fonctions 
y = A cos 5x + B sin 5x + Yo 

où yo est une solution particulières. Tout l'intérêt de cet exercice est la recherche de yo. Notre 


stratégie consiste à chercher yo sous la forme d’une série trigonométrique. Nous commençons par 
développer f = max (0,sin x) en série trigonométrique. On trouve facilement 


pour tout k€ N*, et 
a2k+1—0 
pour tout ke N. 

Pour calculer les coefficients b, on remarque que f est « presque » paire. En effet si on pose 
g(æ) = f(x) — 3 sin æ, on obtient une fonction g qui elle est paire. Pour le voir il suffit de discuter 
selon le cas où x € [0, x] et la cas où x E fr, 27]. Ensuite on utilise la linéarité de b, : 
1sin=1 
0 sinon 


ba) = bag + pin) = bn) + pénin) = | 
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Supposons que yo est une fonction développable en série trigonométrique en tout x : 


+00 +00 
yo(x) = ao + D An COSNT + ÿ bhsinnt (12.1) 


n=1 n=1 


Supposons également que yo est dérivable et que sa dérivée se calcule en dérivant la série précè- 
dente « terme à terme » : 


+00 +00 
yo(E) = — ) Nan SNNT + ) nbncosnx 
n=1l n=1 


Supposons aussi que y est dérivable et que sa dérivée se calcule elle aussi en dérivant terme à 
terme : 


+00 +00 
yo (x) = — de nr? an cosnr + ÿ n?bhsinnx (12.2) 
n=1 n=1l 


En fait, au regard du théorème de dérivation des séries de fonctions, il suffit de supposer tout 
simplement que 


1. la série (12.1) converge au moins simplement, 


2. la série (12.2) converge uniformément. 


La linéarité de p,(e) permet d'écrire que 


+00 +00 
yo (x) + 25 Yo(x) = 2540 + ÿ (25an — n? an) cosnx + ÿ (25b, —n?b,)sinnzr 
n=1 n=1 


Ainsi l'égalité 
yo (x) + 25 yo(x) = max (0, sin x) 


(qui est vraie pour tout x) s’écrit 


+00 + 
max (0, sin x) =25ao + 5 (25an — n? an) cosnx + > (25b,—n?b,)sinnx 
n=1l n=1l 


Les séries associées à Yo, yo et yo étant supposées absolument convergentes, la série du membre 
de droite est elle aussi absolument convergente. Ceci implique que les séries de Fourier associées 
aux deux membres ne font qu’une, autrement dit que 


25a0 = = 
25b1—b = > 
25a2x — 4k? ao = TES 
25a2g11 — (2L/+1)°? a2er1 = 0 
25b,—n°bn = 0 
pour tous kE N*, LEN, nE N*. On trouve 
40 — %5x 
1 
b1 DE 48 
, 2 
42k TU — 4k2)(25 — 442) 
a2e+1 = 0 
bn = 0 


pour tous & E N',LEN, ne N\{0,5}. Nous n'avons pas pu conclure à la nullité de b5. Ceci 
étant dit, nous pouvons prendre b; = 0 puisque b; sin 5x est solution de l’équation homogène. 
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Finalement, la fonction yo définie par 
+00 


ad Fu | ÿ 2 cos 2nx 
907 557 48 2° r(1—4n2)(25-4n°) 


n=1 


paraît être un bon candidat, à condition qu’elle vérifie tous les présupposés. Heureusement il est 
facile de voir que 


e cette série converge au moins ponctuellement, 
e la série des dérivées secondes converge normalement, 
e chaque terme est deux fois dérivable. 


Par conséquent la fonction y, est bien définie et vérifie l'équation proposée. 


12.3 Un contre-exemple intéressant 


Le premier contre-exemple d’une fonction continue dont la série de Fourier diverge fut découvert 
par Paul David Gustave du Bois Reymond en 1873. 


2 
JA. . De 1 2 2? sink ? 
La fonction définie par la série de terme général 5 Sin (RTE) DE ET est continue et 


k 
sa série de Fourier diverge en zéro. Pour établir la convergence normale de cette série nous étu- 
5 : : sin 2x sinnt 
dions d’abord les fonctions Smxr+—+...+—— 


Cet exercice vient de [2]. 


1. Pour tout n € N* on définit la fonction s, sur R par 


7, sinkr 
k=1 


Pour tout x € ]0, | on pose N, =E(T. Montrer que pour tout x € ]0, x, 


> sin kx £ 
k=1 k L 
2. Etablir la formule d’Abel : 
n n—1 
ÿ ak 0x = An bn + >. Ak (dx — bx+1) 
k=m k=m 


où (az) et (by) sont des suites de nombres réels et Az = àm +... + ax pour tout k > m. 
3. Pour tout æ€]0,7|{ et n > N; on pose A,(x) = Sim sin kx. Montrer que 


\Aa(æ)| < 2 


x 


4. Déduire des deux questions précèdentes que pour tout € [0,r{[etn>N,, 


S Suea < 


k=Nr+1 


5. Montrer que la famille des fonctions (s,(x);n € N*) est uniformément bornée sur ]0,7|. 
6. En déduire que cette même famille est uniformément bornée sur R tout entier. 


7. Pour tout n € N* on définit maintenant la fonction w, sur KR par 


2 
un(x) =sin (2"°+12) ÿ Srea 
k=1 
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Montrer que la série de fonctions 
+00 


D 
72 
n=1 
converge normalement sur R vers une fonction que nous noterons f. 


8. Déterminer la série de Fourier de f. 


9. Montrer que la série de Fourier de f en zéro diverge. Conclure. 


Solution 


sin kæ 


Ns 1 

E [LT Di 5 STNe 

on à majoré chaque 1/4 par 1). Or par définition N, <= donc x N, £®, d’où le résultat. 
J z 


2. On a 


1. En utilisant la majoration classique |sint] <|t| on trouve | n 


, Qk0k — Ambm+ ÿ ak 0x 
k=m k=m+ 
= Ambm+ D (Ar — Ax_1)0x 
k=m+ 
= Am 0m + ÿ Ag br — ÿ Ag 10k 
k=m+ k=m+1 
n n—1 
= Gm Om + ÿ A dr — > Apdg+1 
k=m+ k=m 
n—1 
— Gun Om + An On — Am Om+1 + Ÿ, Ag (dx — by+1) 
k=m+1 


d’où la formule d’Abel, si on tient compte de am = Az. 
3. Calculons A, (x) : 


An(x) 


Il 
[ae] 
B 
EN 
F 
Il 
AM: 
+ 
= 
Q,. 
/ 
8 
NL 
Il 
[al 
5 
PTT TN 
&, 
2 
8 
+ 
ee 
8 
= 
| 
ES 
RE 
al Ÿ 
8 
£ 
8 
Nr 


I 
E 
@ 


d’où 


Il suffit maintenant d'appliquer la majoration classique 


| ve (0, 7), i<sint 
à t—- pour arrivier au résultat. 
4. En appliquant la formule d’Abel à Y5_v 41 re on obtient 
n n—1 
sinkt _Ah(x). 1 1 
ir ne 2 a(-r) 
ve k=Na+l k=Ny+1 
d’où 
n n—1 
sinkxz| _mfl 1 1 7. l 
on ns _ 
> k (+ » (2 H) x Nr+1 
k=Ny+1 k=Ny+1 


or L< N,; +1 par définition, d’où le résultat. 
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5. Soient n € N* et x € ]0, x]. Si N; > n, alors nous avons d’après la question 1, 


n sin kæ 
es: 


<T. Supposons maintenant que N, <n. Dans ce cas nous avons 


7 sinkx 2 Ve sinkz 7 sin kx 
De k % JE k 


S 
k=1 k=1 k=N>+1 


LT +1. 


Dans tous les cas la famille (s,) est uniformément bornée par 7 +1 sur ]0, x. 


6. Pour étendre ce résultat à KR, il suffit de remarquer que chaque s, est 27-périodique, 
impaire et s’annule en 0 et x. 


7. D’après la question précèdente, le terme général de cette série vérifie 


T +1 
n2 


Un 


2: 

n 
d’où la convergence normale sur KR. 

8. Puisque la convergence est normale, la somme f est continue et 27-périodique et admet 
bien une série de Fourier. Le terme général étant impair, f est aussi impaire et tous les b, 
sont nuls. Par ailleurs 


1 27 +00 Un 1 +00 1 27 
d= 5 £ >, m2 ES D) Un dX 


puisque la convergence est normale. Calculons chacune de ces intégrales : 


n2 


Fe UndE —= [” sin (2"°+1x) ; Des 
0 0 k 


k=1 


27 
: F. sin (2°+1x) sin kxdæ 
0 


L «+ 
Mega 


k 


2m? 
k=1 
2? 
k=1 


mais pour les valeurs décrites ici par k on n’a jamais l'égalité k = an°+1 donc ap = 0. 
Soit pE N*. Un calcul analogue donne 


Let 
QE ÿ z/ Un COS pr dx 
n=1 
Calculons ces intégrales pour chaque n € N*. 
2 2 2° 
ï : Un(z) cos prdx — | : sin (2%°+1) Sea cos prdæ 
0 0 cr 


sin (2°+1%) sin kx cos pxdx 


I 
li 
ll 
> 

à 


à 27 
= x / sin (2**+1%)sin (k+p)rdx 
k=1 o 
27 
+ sin (2"°+1x) sin wmv) 
0 


d’après l'égalité sin a cos b = 3(sin(a +0b) +sin(a —b) } On trouve 


27? 


27 
| Un(t) cos prdr = Ÿ 7 a +0 
k=1 
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Or pout toutes les valeurs décrites ici par k, il est impossible d’avoir l'égalité k — p — 
2"+1 (k est trop petit pour être égal à 2°°+1, à fortiori si on lui retranche p). Par consé- 
quent 


27 . 27? A 
n<+ 
| Un(x) cos pzdx = ) E 
0 k=1 
Nous avons donc 
2 
+oo 2 k+p 
RS LS 
040 n2 k 
n=1l k=1 


Pour chaque n, l'égalité k& + p = 2"°+1 équivaut à k = 2"*+1- p, et ne peut avoir lieu que 
si 2%°+1 _ p est dans CL. pm auquel cas cette égalité n’a lieu que pour une valeur de 
k. Aïnsi, si n vérifie la propriété 

12 - por (12.3) 


ve | à 1 
le terme associé à ce n contribue à la somme de la valeur — . Dans le cas con- 


2 2 
n on +1_p 


traire, le terme n n'apporte rien. Notons donc $,={neN*;1< 2+1 DE on. On a 


Finalement, la série de Fourier de f est 


+ 00 
1 1 
S(x}== —_———— |cos pr 
PAPE 
Air UNE Se OS —}— |, série de terme général assez 
p=1l P 2 p=l nes» n2(277+1— p) : 


compliqué puisqu'il est lui-même une série !) 
Pour l’étudier nous allons montrer que la tranche 


2n?+121 


> 4 


pare 


ne tend pas vers zéro, ce qui contredit le critère de Cauchy (compte tenu du fait que les 
bornes de sommation tendent vers +). Fixons donc n. 

Pour chaque p € {2%°, …, 2%°+1 2 1} de la somme ci-dessus, n possède la propriété 
(12.3), autrement dit n € &$,, ainsi a, reçoit dans son calcul la contribution de n (au 


, ce qui prouve que 


1 
Ip? 9n2 (ar? +1 = p) 


minimum), à SAVOIT —; 
2n2(2% +1») 


(les termes de la somme définissant a, sont tous positifs). Il s'ensuit, en sommant sur 
chaque p que 


PE n 1 6 1 1 
ET D 2 . 1 
- | dp : , In? (27+1 D) 9n2 tom jt TST 
p=2" p=2" 


De l’équivalence 


on déduit 
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d'où la divergence de la série ÿ° a. 

Conclusion. La fonction f est continue (d’après la convergence normale établie à la 
question 7) et sa série de Fourier diverge en x —0. Ceci montre qu’il faut certaines hypo- 
thèses de régularité, autre que la continuité, pour que la série de Fourier converge ponc- 
tuellement. 


Remarque 12.1. On trouve dans [6] le contre exemple découvert à son tour par Lipot Fejér. Il 
s’agit de la fonction f définie par 


et 


Qnx(x) 


3 
ne = 2 


nt) =2sinm2nx > Suea 


12.4 Polynomes de Bernouilli, séries de Fourier et fonction Ç 
de Riemann 


Nous exposons ici une méthode pour calculer les sommes du type 


+00 


1 


en utilisant la famille des polynomes de Bernouilli. 


2: On a B2= XX 4 K avec K = fo (& _…. 


Cet exercice vient de [3]. 


1. Montrer qu'il existe une suite unique de polynomes (B, ; n € N*) vérifiant 


i Bi=X 3. 
ü. Pour tout nEN\{0,1}, B} = B,-1. 


. Pour tout n € N*, fre (x)dx =0. 


. Calculer B2, B3 et B4. 
. Montrer que pour tout nEN\{0,1}, B,(0) = B;(1). 


. Pour tout n € N* on note BB, la fonction de Dirichlet de période 1 qui coïncide avec B, 


sur ]0, 1[. Déterminer la série de Fourier de cette fonction et préciser sa convergence. 
Donner également l’expression en sinus et cosinus de cette série. 


. Pour tout x > 1 on note (x) = 5Ÿ% _ (fonction Zêta de Riemann). Exprimer pour 


n=1 
chaque entier k > 0, l’image ((2k) en fonction des polynomes de Bernouilli. 


Solution 


1. Par récurrence. On suppose que B1, …, B,-_1 sont construits. Soit f la primitive de 


Byn-1 qui s’annule en 0. La condition (ii) s'écrit B,(x) = f(x) + K où K est une cons- 


tante, et la condition (iii) s'écrit K = — fer x)dx. Ainsi B, existe et est unique. 


X3 X2 
6 4 


De même, B3 — 


> | 1/X3  X2 XX . 
+ + K avec K— si ; )de 0. 
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= X8  X? 1 
12 | 24 720! 


On trouve de manière analogue B1= 


3. Avec n >2 on a B,(1) — = 8 “(id Rs n—1(æ&)dx =0, d’où le résultat. 


4. Fixons n >2. Clairement . =0. Fixons ke Z*. On a 


Ck(Bn) = [ B(r)e "Tir qu 


“A 2 
Pour n = 1 un calcul analogue donne c;(f1) =. Par récurrence nous avons 


— 1 
Ck(Bn) = G2rk)" 
et la série de Fourier de BG, est 
i2rkx 


Fn(x) = — + SE 


ECZ* 


La fonction 1 n’est pas continue mais vérifie les hypothèses du théorème de convergence 

ponctuelle de Dirichlet, donc F; converge simplement vers B1. Pour n > 2, la fonction 5, 

est continue et C'! par morceaux, donc la série F, converge normalement vers B,. 
Calculons les coefficients ax et by en discutant selon deux cas. 


Cas n pair, n=2p. On a 


= 1 ee AC UE 
RTE Gonk)P — 22P RP P RAP 


br =i(cx — c_x)=0 


Cas n impair, n=2p+1. Ona 
ax = 0 
= + 
k— 22Pr2P+ipePti 


Finalement nous avons 


Série de Fourier 


(—1)P41 8 cos27kx 
B2p 22p—1 F5 À. E2P 
1 


(—1}P+1 D 


B2p+1 22p p2P+1 


k2P+1 
Nous retiendrons l'égalité (p > 1) 
+00 
(—1+1 cos 2Tkx 
B2p(x) = 22P—1 #42? LR E2P (12.4) 
5. En x=0 l'égalité (12.4) donne 
1)P+1 nee 


B2p(0) = — L 72? Dr k2P 
c’est à dire 


C(2p)=(—1)7#7 227" n?P B2p(0) 
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pour tout entier p > 1. On trouve par exemple 


ei T2 
(2) = Da EE — 6 

k=1 

7 

k=1 

An | TS 
NE Li 

k=1 


12.5 Inégalité de Wirtinger et inégalité isopérimétrique 


L'inégalité de Wirtinger est l’ingrédient essentiel permettant d'établir l'inégalité isopérimétrique, 
inégalité de nature géométrique, exprimant le fait qu’à longueur égale, c’est le cercle qui entoure 
la plus grande surface. 


1. Inégalité de Wirtinger. Soit f une fonction de IR vers R, 27-périodique, de classe C1 et 
de valeur moyenne nulle. Montrer l'inégalité 


IPAPESIEME 
2. Trouver les fonctions f de R vers R, 27-périodique, de classe C1 vérifiant l'égalité 
1 fl2 = 1 F2 
3. Inégalité isopérimétrique. Montrer que pour toute courbe simple et fermée C de classe C? 
on à 
e2 
AK ie 


où À désigne l’aire du compact bordé par C et £ la longueur de la courbe. Montrer égale- 
ment que l’égalité n’a lieu que pour le cercle (on pourra donc dire que le cercle de rayon r 
est la courbe qui entoure la plus grande surface parmi toutes les courbes mesurant 27r 
unités de longueur). 


Solution 


1. Nous allons calculer || f||? et || f’||? à l’aide du théorème de Parseval (f étant C', ce théo- 
rème s'applique à f ainsi qu'à f’). Nous pourrons ensuite comparer ces deux quantités 
grâce à l'égalité 


Cn(f") =inCn(f) 


valable ici puisque f est de classe C1. 
La moyenne de f étant nulle on a co(f) —0. Parseval donne alors 


+00 
IF2= D COST 


n=1 


D'un autre côté, co( f") = _ f'(t)dt = (27) — f(0))=0. Parseval donne donc 
+00 
IP = D CT PP + le nf n)=) » n 102 PP+ le n(f ) 
n=1l 


l'inégalité est maintenant évidente. 
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2. Si f réalise l'égalité on a 


+00 


. ACURMEUS (#1) _6 


n=1 


chaque terme de cette série étant positif, on en déduit que chaque terme est nul, autre- 
ment dit que pour tout n >2, c(f)=c-n(f)=0. Il s'ensuit que f est de la forme 


f(t)=ce+c_ 1e %—=acosr +bsinx 


où C1, C_1, a et b sont des constantes réelles arbitraires. La réciproque étant évidente 
nous avons trouvé toutes les fonctions f vérifiant l'égalité || f ||2 = || f’||2. 


. Par homothétie on se ramène à une courbe C de longueur 27. L’inégalité à démontrer est 


alors 
AT 
Soit 
[0,27] — R°? 
ti (F(), 9) 
une paramétrisation normale de C. On peut par une translation (horizontale) bien choisie 
se ramener au Cas où Ve f(t)dt=0. Si K désigne la surface bordée par C on a 


A = | dxdy 
K 
= [ra 
C 
27 
— J()g'()dt 
“ 27 1 27 
<Gf Joa+s [sa 
1 _. 1 Aie 
< jf foat+z [ sa 
0 0 


ab 


la première inégalité est l’application du classique ab < . La deuxième inégalité est 


l’application à f de l'inégalité de Wirtinger. La dernière égalité est vraie parce que la 
paramétrisation choisie est normale. Etudions maintenant le cas d'égalité. Supposons 
donc l'égalité. Dans ce cas tous les termes apparus à droite sur le tableau du dessus sont 
égaux. 


L'égalité entre le quatrième et le cinquième terme donne ire (Ordi ee F'G} dé, 
ce qui prouve, d’après la question 2 que f est de la forme 


f(t)=acost+bsint 


pour un certain couple de réels (a, b). 
L'égalité entre le troisième terme, et le quatrième, donne 
27 
[ G@-sbyat-0 
0 


c’est à dire f —g'. Ainsi g est de la forme 


g(t)=asint-bcost+c 


: Sie 
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: : < ; a . b LE s _ 
Te ie certain réel c. Soit to un réel tel que Tes cos to et ZE sin to. Soit r — 
Va”+b*. Nous avons alors 


{ FE) =r cos (t +to) 
g(t)=rsin(t+to) +c 


ce qui prouve que si À —7 alors C est un cercle. La réciproque est évidente. 


12.6 Calcul de l’intégrale impropre J si _ dt 


Cet exercice vient de [12]. Soit 4€ ]0,7[. On définit la fonction de Dirichlet f par 


Use. Ix| <a 


f(æ)=0 si a<|x|<T 


1. Montrer les égalités 


+oo 

D» snna T—a 
n 2 

n=1l 


et 
+00 Ê 2 
D» SNN A T— 
n?@ 2 
n=1 


en utilisant la série de Fourier associée à f. 


2. En déduire la valeur de f* %tdtet de [7° dt. 


Solution 


1. La fonction f est paire donc tous les b, sont nuls. Le calcul des a, ne pose aucune diffi- 
culté. On trouve 


a 
40 = — 
T 
et pour tout n € N* 
__2snna 
Et 
an 


La fonction f étant C'! par morceaux, le théorème de convergence ponctuelle de Dirichlet 
donne 


OS 
a 2 sinna 
f(x) =—+ ) cos n x 
TT n 
n=1 
pour tout réel x. En particulier pour æ = 0 nous avons 


+oo 
1=4 , 2 5 sinn«a 
TT n 


n=1 


d’où la première égalité. Par ailleurs l’égalité de Parseval s’écrit ici 


a a? 2 5 sin?na 
T 
T T2 nr? n? 


d’où la deuxième égalité. 


CE : sin ?t | 
2. L'intégrale impropre D _ dt converge clairement et donc 


+oo 2 m Gn2 
7. St qt= lim SE 
0 t m—+o J0 t 
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Fixons m. On subdivise l'intervalle [0, m] en n segments de longueur _. pour exprimer 


sin?t . : è 
3 dt comme la limite d’une somme de Riemann. On obtient 
M sin?t : m 7, sink © . | sin2k 
dt=— lim ) D — Jim ) En. 
n— +00 n ECO no DER 
k=1 n k=1 n 


Cette limite n’est pas sans rappeler la deuxième égalité de la question 1, sauf que, et c’est 
là la difficulté, la variable n se trouve aussi « à l’intérieur » de la somme. Nous pouvons 
quand même écrire que 


LS sink? + 
LATE nm 
> k2T 2 


k=1 n 


En coupant cette somme en deux on trouve 


ROME RS Mine er 
n + ne = n 
D pm ot D pe 3 
k=1 n k=n+1 n 


et donc 


5 sin?k = 
ET k2T = 2 Fr 


Occupons-nous du « reste » Tmn ainsi apparu. Il est clair que cette quantité converge 
pour n tendant vers + co, mais nous avons besoin de savoir comment sa limite dépend du 
paramètre m : 


su sin?k © Do | 
nas 2 pe Sn 2H 
k=n+1 n k=n+1 


/\ 
313 
EN) 
= 
| nl 
Le 


Nous avons donc 


où {n est la limite de r», n pour n tendant vers + 00. Or nous savons que cette limite est 


: 1 ; 
comprise entre 0 et 7m Par conséquent 


du ut TE us 
À t 2 


+oo sint ns . L D | à 
“= dt nous procédons à une intégration par parties : 


0 t 


b\;s.5 Cap. b 
Egg [SE o | sintcostidt 
ar t à t 


en étudiant consciencieusement les limites pour a et b nous obtenons 


+ 2 +oœ : 
| dt= | sin2t ;, 
0 U 0 Ù 


Le changement de variable 2t=u donne 


+oo 2 +oo : 
À at= | sinu 
0 U 0 qe 


Pour calculer 
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et enfin 


12.7 Série entière, série de Fourier et calcul intégral 


La détermination de la série de Fourier d’une fonction par des moyens détournés est une 


manière pratique d'obtenir des intégrales du type et f(t) cosntdt ou fa f(t) sinntdt lorsque 
leur calcul direct s'avère insurmontable. C’est ce que nous illustrons ici. 


Cet exercice vient de [3]. Soit f la fonction définie par 


_ l+cosx 
7 4—2cosx 


f(x) 


Déterminer la série de Fourier de f. 


Solution 
Tout d’abord nous signalons que f est bien une fonction de Dirichlet, elle admet donc une 


série de Fourier. Fixons x € R. On a 
LÉ etrherir 
f(x) ce ee —. 
— 2 7 _— 

2 

2+X+X-1 
8—2X —X-1 
2X+X?2+1 
8X —-2X2-—1 


où l’on a posé X — e* et multiplié par ce dernier le numérateur et le dénominateur. La division 
euclidienne donne 


1 3X 
fG)=-S x 


On décompose le deuxième terme en éléments simples : 


f(&)= 1, V3 2— V3 2+V3 
2 T\ RENAN KV EVS) 


On s'inspire maintenant de l'égalité 
HS 
— — nm 
LS 
n=0 
vraie pour tout q de module strictement inférieur à 1, pour trouver 


1 Are 


X —(2— V3) 1—(2-V3)X-1 
+00 


égalité justifiée par le fait que [(2— V3)X-1[—/2- V3|<1. Finalement, 


+00 


ss — _3re-t+Dz 
X—(2-43) 2° " : 


1 


Xe (hs) 


Pour l’autre terme 
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le module de 2 + V3 étant plus grand que 1 nous allons factoriser afin de faire apparaître son 
inverse qui lui aura un module assez petit. On remarque par ailleurs que l'inverse de 2 + 4/3 est 


2-3. On a donc 
1 1 


X-(2+4V3) (2+V3)((2-—V3)X —1) 


d’où 


On recolle les morceaux : 


+00 +oo 
f(x) TT. -5+ v3 | > O=y3rle ARRET e-vire) 


n=0 n=0 


Fa 
nee? #( ÿ G- Vame-ma+ Ÿ e-vire-) 


m=1l 


+00 
— EE > (2—V3)"cosnx 


n=1 


Nous venons de développer f en série trigonométrique. La famille des coefficients de cette 
série étant absolument sommable nous pouvons affirmer que 


1. cette série converge normalement vers f 


2. cette série est la série de Fourier associée à f. 


Remarque. Nous avons établi les identités 


27r 1l+cosx dx = (V3—1)x 


0 4—2cosx 


27 1H snxrdx — V37r(2- V3)" 


0 A—2cosx 
27r l+cosx 


à 1-5 sinnxdr = 0 


pour tout n € N*. 


12.8 Série entière, série de Fourier et calcul intégral (suite) 


Cet exercice vient de [3]. Soient a>0 et ne N. Calculer 


27 cosnx 
———— dx 
o cha—sinx 


27 sinnx 
o cha—sinx 


Solution 
1 


Pour tout x € R on pose f(x) — ss. La fonction f ainsi définie est 27-périodique et 


continue sur R. Les intégrales demandées sont les coefficients de Fourier réels de f. Fixons x € 
R et notons X =e, On a 


et 


X2-—2ichaxX —1 


… i e® CE 
sha\ X—iet X—-ie 4 
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que l’on va essayer de développer en série entière en s’inspirant de la formule 


vraie si |g| < 1. Occupons-nous du premier terme. Il est intéressant de mettre ie* en facteur au 


; : : Da _ 
dénominateur puisque e =|e" | <1 : 
e Al 
— = i 
X —iet TS 
iea 
+oo 


Dans l’autre terme, c’est X que l’on mettra en facteur au dénominateur puisque 1 < 1. On 


à 
ét ÈS 1 
X —ie X = 
X 
+00 
_ “me qi) iertrerinr 
n=0 
+00 
= ; ie m+laei(n+1)z 
n=0 
+00 
_ | an le-naeinx 
n=1l 
On recolle les morceaux 
: +00 + 
t ï 1,—-na ,inx n—l ,-na int 
f(x) = —- — ) (—i)jtintlie rae —Y intense 
sh a 
n=0 n=1 
+00 
= L 1+ > iter?a ((—1)reirr Heinz) 
sh a 
n=1 


Notons a, le terme général de la série ci-dessus. Explicitions a, en discutant selon la parité de 
n : 


e Cas où nest pair. Alors n s'écrit n —2p (avec p> 1) et 
Q2p=2(—-1)Pe ??P% cos pr 
e Cas où n est impair. Alors n s'écrit n—2p+1 (avec p > 0) et 
Qp+1=2(—1)2e Crtlasin(2p+1)x 


Ainsi f(x) se développe en 


+ oo 
f(æ)= a0+ (an cosnx+b,sinnæx) 
n=1l 
avec 
D 1 
ao 7 sha 
= 2(=1)7e72r9 
PRE Er Shen 7 
bp DE 0 
G2p+1 — Ù 


2(— 1)Pe-@r+la 
bap+1 — sh a 
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pour tout p € N*. Les familles (a) et (b,) des coefficients définissant cette série sont clairement 
sommables, ce qui prouve que cette série est la série de Fourier associée à f. On en déduit les 
intégrales : 


27m dx . 1 
0 cha—sinx 2rsha 
27 cos2pzdxæ _ 2(—-1)7e ?Pa 
0 cha—sinx rsha 
27 cos(2p+l)xdx 0 
0 cha—sinæx s 
27m sin2pæxdx 
—_—— = 0 
0 cha—sinx 
27 sin(2p+l)}xdx __ 2(—1)Pe-(2r+Da 
0 cha—sin x rsha 


pour tout p € IN* (attention aux coefficients 1/7 voire 1/27 devant les intégrales définissant les 
An et bn). 


12.9 L’algèbre de Banach des fonctions de Dirichlet dont la 
famille des coefficients de Fourier est sommable 


Nous proposons ici d'étudier l’espace des fonctions de Dirichlet dont la famille des coefficients de 
Fourier est sommable ; espace noté À dans la leçon (section 5.1). 


Cet exercice vient de [3]. Pour f € À, on note | fl = 6 len(f)|. 


1. Montrer que |[e||1 est une norme sur À. 
2. Montrer que l’espace (A, |le||1) est complet. 


3. Montrer que si f, g € À, alors fg € À et || fgll1 < || f|l1 [lgll1 (autrement dit A est une 
algèbre de Banach pour la norme 1) 


Solution 
1. Soient f,ge Aet ÀeC. 
o |f+gl1= nez len(f +9) = Lez len(F) + cn(9) < nez (en(P) + len(g)1) = 
IL F1 + gli. 
° Afl= nez (mOPIE= uez MIE nez AMG(PNIE= TANT. 


eo [fl =0— Ye len(f)=0—VnEeZ, cf) =0— f —0 (la dernière impli- 
catin vient de l’injectivité de S, conséquence du théorème de Parseval). 


2. Soit (fx: k€ IN) une suite de Cauchy de À (pour la norme 1). Des inégalités 


(PI < IF] 


on déduit que |cu(fx) — Cn(fe)| = ICn(fr — fe)| < [fr — felhi, pour tout (k, €) € IN°, ce qui 
prouve que pour tout n € Z, la suite de nombres complexes (c,( fx); k € N) est de Cauchy. 
Le corps € étant complet, chacune de ces suites possède une limite dans ©, notée c, : 


Cn(fr), > cn 


Par ailleurs, (fx) étant de Cauchy, elle est bornée, autrement dit il existe M > 0 tel que 
I fxll1 < M, pour tout k. Soit maintenant J une partie finie de Z. De 51,07 |Cn(fx)| < 
I fkllh1 (vraie pour tout k) on déduit 


ÿ [en fx) <M 


neJ 
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Dans cette inégalité on fait tendre k vers + pour obtenir 
> lenl< M 
net 


Ceci étant vrai pour toute partie finie J, la famille (c, ; n € Z) est sommable et donc la 
famille de fonctions (c, e, ;n € Z) est sommable pour la norme infinie, de somme notée 


f= >, Cnên 
nez 


Nous savons également que les coefficients de Fourier de f sont les c;. Achevons cette 
démonstration en montrant que la suite (fx) converge vers f (en norme 1). 

Fixons € > 0. On sait qu'il existe N € N tel que pour tout couple d’entiers (k, €) supé- 
rieurs ou égaux à N l’on ait || fx — fell1 LE. Soit J une partie finie de Z. On à alors pour 
tous k,{>N 


D Icn( fx) — Cn(fe)| € 


net 


En faisant tendre £/ vers + on obtient 


> CSA 


ne J 
Ceci prouve que (|cu( fx) — cnl;n € Z) est sommable de somme inférieure à € : 
ÿ Cn(fx) — enl <E 
: nez 
Autrement dit 


fx fl <e 


Conclusion : À est complet pour la norme 1. 


Remarque. Nous aurions pu utiliser le fait que S:.4 — {!(7, C) est une isométrie vec- 
torielle (A étant muni de la norme 1 et {!(Z, C) de sa norme usuelle) et que /!(Z, C) est 
un espace de Banach. En fait la démonstration faite ici n’est qu’une transposition de la 
démonstration classique de la complétude de £1(Z, C) ! 


3. Soient f,g€ A. De la sommabilité des familles (c,(f)en ; n € Z) et (cn(g)en ; n € Z) nous 
déduisons (par multiplication) la sommabilité de (cm(f)Cn(9) Em+n ; (M,n) € Z?) (il s’agit 
de sommabilité normale pour les normes 1, 2 et infini) avec 


Cm(f) Cn(9) Emtn= 9 
(m,n)eZ? 


et comme on peut sommer dans n’importe quel ordre et en associant comme on veut, on 


peut écrire 
>| > DUO) DZ 


peZ m+n=p 
La sommabilité étant normale (pour la norme infinie), ceci prouve que fg € À avec 
Cp(fg) = ÿ Cm() Cn(g) 


De plus 


lfolh = 2 leo) 


/\ 
1 
A 
o 
= 
D 
S 


90 EXERCICES 


Par ailleurs 


IF1h gl 


D len(Pl D len(g)l 


nez nez 


= D len(fen(g) 


(m,n)ez? 


D D len(fen(g)l 


pEZ m+n=p 


Il 


(d’après la commutativité et l’associativité des sommes pour les familles sommables dans 
€). L'inégalité recherchée est maintenant établie. 


12.10 Cas où les c,(f) sont positifs 


Nous poursuivons ici l’étude de l’espace A. Le but est de donner une nouvelle condition suffi- 
sante pour que la série de Fourier d’une fonction de Dirichlet continue soit normalement con- 
vergente. Nous rappelons que le théorème de Dirichlet fournit déjà une telle condition. 


Cet exercice vient de [3]. Soit f une fonction 27-périodique continue dont tous les coeff- 
cients de Fourier c,(f) sont positifs. 


1. Montrer que la fonction 


S : 10, 1[ — R 
r + de, ref) 
est bien définie. nez 
2. Exprimer S(r) sous la forme . 
1 T 
S{r)=>- . f(t)g(r,t)dt 


où g(r,t) qui apparaîtra dans un premier temps comme une somme infinie devra être 
explicitée. 

3. En prenant f — 1 on calculera S(r) des deux manières offertes par les questions 1 et 2 et 
on en déduira la valeur de fé g(r,t)dt. 

4. Montrer que la fonction $ est bornée. 


5. En déduire que la famille (c,(f);n € Z) est sommable et que la série de Fourier associée à 
f converge normalement vers f. 


Solution 
1. On a 
et = 2] [ roe-intat 
L 7 27 0 
1 27 
Le = 
<T] Via 
1 27 d 
< HR — 
< ge ] lfledt=|flx 


Fixons r € ]0, 1[. On a 0 < rl! c,(f) < rl | fll, pour tout n € Z. Ceci prouve que 
(re, (f);n eZ) est sommable et donc que S(r) est bien défini. 


1 27 


2. On a S(r) = D rez rlrl — o J(t)e”""t dt. Il se trouve que pour tout t € R, 


re feat) =rl If rl file, ce qui prouve que la famille de fonctions (rl"! fe, : 
n € Z) est normalement sommable et que l’interversion des symboles 3 est f est pos- 


sible : 


nez 
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Nous venons de faire apparaître la fonction g demandée. Calculons g(r,t). 


00 00 
rmle-int _ D Hi De DS rent 
nez n=0 n=1 
00 00 
= ÿ (re + NT (reft}" 
n=0 n=1 
… 1 
l1—re-it 1—reîit 
: 1—7r2 
DEEE 
1—7r2 


1—2rcost+r? 
Finalement 


OS Lu 1-7? 
To à f() 1—2rcost+r2 


3. Prenons f — 1. Les coefficients c,(f) sont 


0 + 1 


n£0 1 0 


donc f satisfait les hypothèses requises pour les questions 1 et 2. Il s'ensuit que 


S(r)= nez ref) =1 
S(r)= 1 27 1—7r? dt 


27 0 1—2rcost+r? 


27 2 
l—r 
dt =2 
| 1—2rcost+r2 F 


On en déduit 


4. Fixons r €]0,1[. On à 


27 7? 
se dt 
IS | FAQ arr 
1-72 
rs sd = | le 
1—r? 


La première inégalité est justifiée par le fait que est positif. 


1—2rcost+r2 


5. Soit J une partie finie de Z. Les éléments de la famille (rl c,(f); n € Z) étant positifs 


nous avons Dre rl cf) < D nez rl c,(f) d’où es rl ce (f) <||fle, d’après la 
question précédente. En faisant tendre r vers 1 dans cette inégalité nous obtenons 
Due Cn(f) <||flæ. Tous les termes étant positifs, ceci prouve que la famille des coeffi- 
cients (c(f);n € Z) est sommable. On en déduit que la série de Fourier associée à f con- 
verge normalement vers f. 


12.11 Fonctions hôldériennes 


Troisième et dernier exercice sur l’espace A. Le but de cet exercice est de trouver une troisième 
condition suffisante pour qu'une fonction appartienne à A. 


Cet exercice vient de [3]. On dit d’une fonction f: R — € qu’elle est a-hôldérienne (a dési- 
gnant un réel positif) s’il existe un réel M tel que pour tous x, yER, 


Fe) FI <M | -4|° 
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Une telle fonction est clairement continue. On note H,, l’ensemble des fonctions de Dirichlet qui 
sont a-hôldériennes. On montre facilement que H, est un sous-espace vectoriel de C. Notre 
objectif est de montrer que si a > . le sous-espace H,, est contenu dans l’espace À. Dans ce qui 
suit, f désigne une fonction appartenant à H,. 


1. Soient h >0 et fr la fonction définie par fa(x) = f(x — h) — f(x +h). Montrer que f, EC 
et exprimer les coefficients de Fourier de fx en fonction de ceux de f. 


2. En déduire la domination 


En(f) = 0) 


Loco n 


Indication : prendre h — EI dans la formule établie à la question 1. 


3. Etablir grâce à l'égalité de Parseval qu’il existe X > 0 tel que pour tout h> 0, 
> len(f)lPsinnh<Kh?4 
nez 


4. Pour N EN on pose Ix={neN;2" <[n| <2N+1} et h = ESS Trouver un majorant de 


D ner, len(f)| en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz à 


; 1 : 
| ÿ eDisinh y) (12.5) 


nEIN 


Ce majorant sera exprimé en fonction de K, x et N. On prendra soin de justifier la 
bonne définition de (12.5). 


5. Déduire de la question précèdente que si a > D la série de Fourier de f converge normale- 
ment. 


Solution 


1. Le fait que f} soit 27-périodique et continue est évident. On a 


27 


1 


27 
Cn(fn) = z ( ; f(æ+h}e- in? dx — 


eme tra) 


0 


27 27 
= a (ef PO de rh) tbe a) 
) 


= (einh_einh)e (f 
= 2isnnhc(f) 


On notera le changement de variable x + h =t dans la première intégrale et x — h=t dans 
la deuxième. 


2. D'après ce qui précède on a 


2]smnhllc(f)) = |[2isnnhc,(f)l 
1 gi —inx 
- x (F(e+h)— f(x he" dx 
1 27 
< — _ == 
7] Ue+h-fe-mar 
1 27 
< ne, (02 
< 5 M(2h) | dx 
= M(2h}) 
En prenant n=Æ0 et h= 2 l'inégalité précèdente s’écrit 


nl? 
2/sin(D){len(PI< M 2 


LE 
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d’où le résultat. 


Remarque. Cette domination ne nous servira pas. En effet, la famille ee in € Z) 


a 
étant sommable si et seulement si « > 1, nous déduisons de cette question que toutes les 
fonctions de Dirichlet a-hôldériennnes de coefficient « > 1 appartiennent à A4. Il se trouve 
que ces fonctions sont constantes ! 


3. L'égalité de Parseval appliquée à f, s'écrit 


D tire [AGP 


or nez 


oo Den len(fn)P => nez 4sinnh|cn(f)|? d'après la question 1. 


e Le second membre vérifie 


1 27 1 27 
De (dr = Lf(x—h)- f(x+h)Fdx 
0 : Le 
< | M'2h/%dr 
— D2a 2 p2a 


On en déduit que 
S_ sinnhle,(f)?< 222-242 p2e 


nez 
4. Tout d’abord on remarque que pour tout n€l,,nhE€] _ 7 U F SL puisqu'on à posé 
h= nn Ceci implique que pour tous ces n, le sinus de nh est non nul et donc la somme 
(12.5) est bien définie. D’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 
’ 2 
ÿ COTES | ÿ len(f)|smnh — | 
Lo nEIn sinnh 
1 
< | D pts) | 2 mn) 
nEIN nEIN sinfnh 
1 
< Kh?® a 
Ë | > ma) 
nEIN 
d’après la question 3. Or pour tout x € [0, 2], sin x > 2 x et donc pour tout x € [| — D 2, 
2 
sin?x > £a? c’est à dire — <-—. En appliquant cette inégalité à x =nh on obtient 
T? 1 
| > CU) a Dee 
GE EI 
Par ailleurs is Eu 
2N+1-1 2N FE 
1 2N 2 
ÿ Rare 5 <2 ÿ DIN 25IN  9N 
nEIN n=2N n=2N 
d’où 
2 2 
2 2a-27 1 KT 
| >, mu) <KR°° 2 IN DNFDGa DiNtI 
nEÎN 


5. Supposons a>>. On a alors 2a —-2>0 et donc (N +2)(2a—-2)+N+1=1+N(2a- 
1)+2(2a—2)2>N(2a—1) et l'inégalité de la question précèdente implique 


T? 
| 5 en 


nEIN 
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Grâce à cette majoration nous allons montrer que toutes les « tranches » du type 
b 


D le(f) 


n—=—a 


sont majorées par la même constante. Ceci impliquera que toutes les sommes finies d’élé- 
ments de la famille (|c,(f)|; n € Z) sont majorées par cette même constante et donc, 
compte tenu du fait que les éléments de cette famille sont positifs, que cette famille est 
sommable. Choisissons un entier naturel N tel que 2V > max(a,b+1). On a alors 


b 2N1 


D fentf < D len(f) 


n=—-a n=—2N 


/\ 
No) 
on 
QE 
e|a 
[IN 


< VRr Ni 


où la dernière série est une série géométrique de raison CR A qui est bien de module 
strictement inférieur à 1, étant donnée l'hypothèse faire sur a. Nous avons prouvé que la 
famille des coefficients de Fourier de f est sommable, et donc que sa série de Fourier asso- 
ciée converge normalement vers f. 


12.12 Dual topologique de C 


On munit l’espace C des fonctions continues de Dirichlet du produit scalaire habituel et on note 
Î[ell2 la norme associée. On note C’ l’espace des formes linéaires continues sur € (c’est le dual 
topologique). On munit cet espace de la norme usuelle des applications linéaires continues. 
Autrement dit, si w€eCona 


lel=int{ceRi:vf ec lp(fi<elf|le)= sup LI 
540 [Il 


On note {2(Z, C) l’espace des familles de C7 de carré sommable. Nous verrons que c’est un 
espace préhilbertien. Le but de cet exercice est de montrer que le dual topologique de C est iso- 
morphe à {2(7, C) en tant qu’espace normé. 


1. Montrer que {?(Z, €) est bien un espace vectoriel complexe. Montrer que si a = (a, ;n € 
Z) et b = (by ; n € Z) sont des familles de nombres complexes de carré sommable, alors 
(an bn :n € Z) est sommable. Montrer que la formule 


(a,b) = Y an On 
nez 


définit un produit scalaire sur {?(Z, €). Désormais cet espace sera toujours muni de ce 
produit scalaire. On note ||el2 la norme associée à ce produit scalaire. 


2. Pour tout a € £2(Z, C) on définit wa:C — € par wa(f) = nez AnCn(f). On définit aussi 


Di PAZ,C) =-c 


AH Pa 


Montrer que ® est bien définie, linéaire et isométrique. 
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3. Montrer que ® est surjective. 


Solution 


1. Montrons que {?(Z, C) est un sous-espace de C7. Soient À € C et a, b € L(Z, €). Il est 


2 2 
clair que Àa est de carré sommable. Par ailleurs, de l'inégalité xy < = 4 


, on déduit que 
la famille ab = (ah b, ;n € Z) est sommable (procédé classique). Ensuite, de l'identité (a + 
b}? = a? +2ab+b?, on déduit que a + b est une famille de carré sommable, d’où le premier 


résultat. 
Pour montrer que (an bn ; n € Z) est sommable, on utilise l'inégalité la, by] < 
Re tout simplement (toujours le même procédé). 


La formule donnée pour (a, b) est justifiée par ce qui précède. Le fait qu’elle définisse 
un produit scalaire ne pose aucune diificulté. 


Remarque. Nous héritons d’une nouvelle inégalité de Cauchy, à savoir : 
Si (an;neZ) et (b,;neZ) sont de carré sommable alors 


ane Ein JET 


nez nez nez 


Il est intéressant néanmoins de démontrer cette inégalité directement. 


2. Fixons a € L2(7%, €) et f € C. D'après l'inégalité de Bessel, la famille des coefficients 
(cn(f); nm € Z) est de carré sommable. Il s'ensuit que (as cn(f); n € Z) est sommable et 
donc l'application w, bien définie. Les propriétés de la « somme » et la linéarité des c,(e) 
impliquent la linéarité de ,. Montrons la continuité. On a 


lga(f) = ÿ ae} 
nez 
< |an|? en (PI 
Ven 
= lal2llfl2 


(d’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz). On en déduit que w, est continue, de norme 
inférieure ou égale à ||all2. Toute ceci montre que ® est bien définie. La linéarité de & ne 
pose aucun problème. Pour l’aspect isométrique, il ne reste plus qu’à montrer l’inégalité 


APTE 


Pour toute partie finie J de Z on note fy = Des &n En. La fonction f7 est bien dans C 
et puisque w, est continue, 


[Pa( fi) < pal | fall 


< ||Pal| lan |? 
“ET 
JS lan 2 < Ial 
net 


ceci étant vrai pour toute partie finie J on en déduit que 


D lan <|\wal 


nez 


autrement dit 


) An An 


net 


d’où 


c'est à dire le résultat. 
3. Soit wEC’. pour tout entier n on pose 


An — P(en) 
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EXERCICES 


Cette idée est inspirée par l’algèbre linéaire en dimension finie où nous savons que si w est 
une forme linéaire sur un espace E de base (es, …., en), alors w = }}}_, w(ex)ex = 
5" w(ex)en(e). 

Montrons que la famille (a, ; n € Z) est de carré sommable. Pour tout partie finie J de 
Z, on pose fy =, 7 nen. Fixons J. La continuité de 4 donne 


CCPIENANAIE 


d’où l’on déduit (comme à la question précèdente) l'inégalité 


PS Tan l < Ipal 
neJ 


prouvant que la famille étudiée est bien sommable. Montrons que (a) = w. Il s’agit de 
montrer que pour tout f EC on a), An Cn(f) = p(f). Fixons f. De la convergence 
Pn(f) — f en norme 2 nous déduisons, par continuité de 4, la convergence &(pA(f)) — 


g(f). Or 


nm 


P(Pn(f))= SN ax c(f) 


APR k=-n 
ainsi nous avons 
n 


im D, axc(f)=w(f) 


n— +00 = 


ce qui prouve, compte-tenu de la sommabilité de (a, c,(f);n € Z), que 


ÿ An Cn(f) = E(f) 


è ss nez 
et nous avons bien ® surjective. 
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